H TP % li| 


[日 ] 儿 玉 之 宏 永 见 启 应 车 


S s s s s s s s s SS sss so s sss Pen Pod ude oc os rs ee ur one 


see os 


& 


— 
=== 


加 


“Es 


=== 


I 


译 


水 见 启 应 3k 
#& 


方 嘉 琳 


数学 名 著 译 从 
Haka 等 


拓扑 空间 论 


【日 ] 儿 王 之 宏 


北方 工 
4 学 #* K 
2001 
so rib asss SS s. S su s s s Sus sa 


uye od es ed Pes Dos os pocos pespos ss 


u S I Q s Y. x x S S A s < S S SSS 


Es 


内 容 简 介 


f. 全 书 上 其 十 章 , 内 容 为 :拓扑 空 
仿 紧 空 旧 KO RD SK f 8 8 B fue + ë 
J. Arhangel'skii SE 3) T 68; 全 癌 和 肌 空间 .可 数 品 科 的 空间 族 . 正 文 前 的 绪 
伦 简 费 地 叙述 了 网 这 卡 书 所 因 的 集合 论 的 基本 知识 , Er H X E 69) fJ š +I 
JR. ë f u 8 3. A HE 
A3591 08 K 3688 88 PS 5 9827 31: HI 
£ 
JA W STT AF093368 13 $ W E|] 15 


À Aka Eda dhe y ñi89-. a 


- , 孝 师 及 有 关 万 向 的 研究 人 员 


旦 凸 之 大 :水 大 区 床 蔷 位相 空间 洽 

Copyright © 1974 by Yukihiro Kodama & Kcio Nagami 

Chinese translation copyright © 2001 by SCIENCE PRESS ,Beiiag, China 
Orynnally published m Japanese by Iwanami Shoten, Publishers, Tokyo, 1974. 


Bi :01-2000-1059 号 

图 书 在 版 编目 {CIP) 数 据 

扰 扩 空间 沦 信 日 ) 儿 玉 之 宏 , (日 ) 永 见 启 应 著 ; 方 喜 琳 译 .- 
京 : 科 学 出 版 社 ,2001 

(数学 名 姜 译 从 } 

ISBN 7-03-009079-9 

I. 拓 … H.J @ 永 … Qo. .拓扑 空间 
F .O189.11 

tF EBR 8 85 CIP 9863 <s (2000) 3 84239 号 


A 2 k B š 出 版 
fawaweaqgarpie 号 
部 政 办 办 ,100717 


Wú? HP HH 
科学 出 版 福 发 行 各 地 新 华 书店 经 销 


2001 年 7 月 第 一 版 并 本 : 850x1168 1232 

2001 年 7 月 第 -次 印刷 印张; 13 1A4 

印 数 :0001 一 3 000 学 数 :346 000 
定价 : 30.00 元 


《如 有 印 装 质量 问题 ,我 社 和 负责 油 换 ( 环 伟 )) 


W 证 


本 书 可 义 作为 拓扑 空间 论 的 教科 书 . 对 此 理论 及 其 应 用 有 兴 
趣 的 各 分 支 的 研究 工作 者 ， 也 可 将 此 书 作为 一 本 人 门 书 ， 了 和 解 大 
学 低 年 级 的 集合 论 基本 内 容 的 读者 , 即 可 顺利 阅读 ,不 需要 其 它 任 
何 预 备 知识 ， 为 了 读者 方便 , 在 结论 中 简要 叙述 了 本 忆 所 需要 的 
集合 论 的 基本 知识 . 

本 书 正文 共 十 章 。 其 中 前 三 章 是 最 基本 的 部 分 , 对 于 理解 以 
后 各 章 是 必需 的 ， 第 四 章 以 后 分 为 第 四 ,五 章 , 第 六 ,七 章 , 第 八 、 
九 , 十 章 三 部 分 ， 各 部 分 之 间 可 以 独立 地 阅读 (定义 等 例外 ). 

在 第 一 章 中 引入 拓扑 空间 和 连续 性 的 概念 ， 在 第 二 章 中 引入 
积 拓扑 ， 证 明了 Tychonoff 积 定理 和 选择 公理 的 等 价 性 、 可 分 空 
间 、 完 全 可 分 空间 ,完全 正则 空间 的 嵌入 定理 等 。 第 三 章 的 目的 是 
证 明 关于 仿 紧 空间 、 可 列 仿 紧 空间 的 基 木 定理 群 。 给 出 了 对 于 这 
些 空间 的 Dieudonné, Dowker, Michael, Stone 等 的 特征 定理 。 

第 四 章 中 更 深入 地 考察 了 拓扑 空间 论 中 最 有 趣味 的 对 象 之 
— 邑 有 广泛 应 用 的 紧 空间 。 关于 可 数 紧 性 以 及 伪 紧 性 也 予以 注 
意 , 但 这 些 是 为 了 更 深刻 地 理解 紧 性 概念 的 一 个 侧面 ， 在 此 介绍 
了 关于 Stone-Cech 紧 化 的 保 积 性 的 Glicksberg 定理 ,Tamano 积 定 
理 等 ， 第 五 章 考察 了 一 致 空间 及 空间 ， 只 需要 大 体 上 了 解 一 下 
关于 这 些 空间 的 知识 的 读者 ,本 章 的 前 半 部 分 就 已 足够 ,理解 它 并 
不 需要 第 四 章 的 知识 ， 

第 六 章 讨论 了 扩张 子 和 政 缩 核 的 理论 ， 第 七 章 讨 论 了 各 种 展 
f 定 理 ， 这 两 章 特 别 有 助 于 从 集合 论 的 侧面 更 深刻 地 理解 代数 拓 
盾 学 


AH 


第 八 , 九 ,十 章 是 以 展望 拓扑 空间 论 最 近 发 展 趋势 的 观点 来 写 
的 . 在 第 八 , 九 章 主要 着 眼 于 Arhangel’skif 创始 的 新 空间 概念 ,新 


映射 概念 以 及 它们 之 间 的 某 种 相互 关系 根据 这 个 新 观点 ， 在 第 
九 章 中 指出 了 关于 基数 的 Alexandroff 问题 的 解决 方法 。 为 了 解 
决 这 个 半 个 世纪 以 前 提出 的 向 题 ，Arhangel ski: 用 了 自 当 列 的 概 
念 ， 这 是 必须 注意 的 重要 概念 ， 但 木 书 中 限于 篇 幅 未 能 采取 他 的 
证 明 方法 ， 最后, 第 十 章 讨 论 了 各 种 可 数 可 乘 空间 族 ， 可 以 预期 
这 些 空间 族 将 是 有 广泛 应 用 的 领域 . 

为 了 更 深刻 地 理解 数学 内 容 , 习题 是 不 可 少 的 。 在 这 种 意义 
下 ;在 各 章 未 配置 了 可 题 . 对 于 难题 全 部 给 予 提示 估计 自学 的 读 
者 也 不 会 有 困难 。 另外 , 为 了 能 够 接触 木 文 以 外 尽 可 能 多 的 重要 
概念 及 定理 ,在 可 题 中 也 常常 涉及 它们 ， 

数学 的 历史 也 可 以 说 是 解决 问题 的 历史 ， 问 题 有 时 由 反例 直 
接 否 定 , 有 时 由 新 理论 肯定 地 了 予以 解决 ， 这 种 情况 ,在 拓扑 空间 论 
中 也 不 例外 ， 特别 是 用 例子 给 新 概念 以 可 靠 的 基础 , 保证 了 它 不 
是 空洞 的 理论 。 在 此 意义 下 ， 在 本 书 中 许多 例子 与 理论 占有 相 司 
的 比重 ,二 者 互 为 表 里 。 另 外 , 苗 时 随地 提出 了 未 解决 的 问题 ， 它 
们 末 必 都 是 经 受 历史 考验 的 重要 问题 但 向 读者 传授 这 个 理论 的 
生动 面 狐 是 作者 的 强烈 愿望 , 这 就 是 敢于 做 这 个 尝试 的 原因 
为 了 知道 拓扑 空间 论 的 概略 ,做 为 大 学 中 期 的 一 门 课程 ,用 第 
一 ` 二 章 即 可 ， 继 续 的 课程 可 以 考虑 如 下 的 组 合 , 即 用 第 三 章 , 第 
中 、 五 章 的 前 半 部 分 或 第 三 章 和 第 九 章 的 和 空间 、 映射 空间 两 节 . 
下 以 后 的 选择 可 以 自由 进行 ,记号 口 表 示 证 明 完了 ， 

在 小 松 酵 朗 先生 不 断 的 鼓励 下 我 们 写 出 了 这 木 书 ， 吉 田 耕 作 
先生 关心 本 书 的 出 版 ,并 给 予 了 有 力 的 精神 支持 ， 木 村 信 夫 , 津 田 
满 、 奥 山 晃 弘 诸 教 授 细 心地 通读 了 原稿 , 提出 了 许多 有 益 的 意见 ， 
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绪论 集合 论 
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1.1 #A3rhiü mjay SUR TP BJ 3 k E X. 
和 记号 ,以 及 集合 论 中 必要 的 定理 . 

考 上 起 满足 某 条 件 的 事物 的 汇集 时 ， 汇 集 的 全 体 称 为 集合 或 集 
《set) 或 族 (family), 系 《system). 构 成 集合 的 各 个 事物 称 为 该 集合 
的 元 素 (elemen) ， 点 《point)， 称 元 素 属 于 集合 ,或 被 集合 包含 
将 元 素 “ 属于 集合 X 的 事实 记 作 a& X (或 X34).。 当 4 不 是 X 
的 元 素 时 ，。 写 为 a & X (或 Xe)， 当 集合 X 的 元 素 全 部 被 集合 了 
包含 时 , 称 X 为 Y 的 子 集 Gubsa), 3839 XCY 或 YX。 此 时 称 
X 被 Y 包 含 或 了 包含 X， 二 集合 XxX 和 Y, 着 XCY 且 X>Y, 则 称 
为 同 -- 集 合 或 相等 , 写 做 X— Y. 3 XCY B X = Y, 即 X 是 Y 
的 子 集 而 与 Y 不 是 同一 集合 时 , 称 X 为 Y 的 真子 集 (proper subset), 
写 做 年 Y. 对 于 两 个 集合 X,Y ,属于 X 或 Y 的 元 素 的 集合 , 记 为 
XUY , 称 为 X 和 了 的 并 集 (union) 或 简单 地 称 为 和 ， 既 属于 XX 也 
属于 Y 的 元 素 的 集合 称 为 X 和 Y 的 交集 (intersection) , 记 作 XNY。 
属于 式 俱 不 属于 Y 的 元 素 的 集合 称 为 Y 关于 X 的 补 集 《comple- 
ment), 记 作 X 一 并 .集合 X 是 满足 某 条 件 了 的 元 素 “的 集合 时 , 写 
做 X = {a:P}。 若 使 用 这 个 记号 , 则 可 写 做 XUY = {a: a€X 
或 a€Y}, XNY = {a: a€ X Bae YX—Y—i{a: a XE 
a 六 了 Y}， 集 合 X 一 六 是 不 具有 元 素 的 集合 、 称 之 为 空 集 (empty 
sct) ,以 B 表 示 之 .是 任意 集合 X 的 子 集 。 

12 当 集 合 的 各 元 素 水 身 就 是 集合 时 ， 这 个 集合 称 为 集 族 
Cfamily of sets) 或 集 系 (system of sets) .为 了 区 别 集 族 的 元 素 , 可 对 
做 为 元 索 的 集合 赋予 指标 Cindex)， 对 集合 4 的 和 元素 a B.Y..." 


1. 


确定 集合 X 的 子 集 4. 4 4, … 时 ,由 4545411: 构成 的 
集 族 以 {4。: ee AY 或 简单 地 以 {4。} 822, FK225lk A ËY T 
指标 的 族 。 集合 4 称 为 指标 梨 (index se), 4 的 元 素 称 为 指标 . 
对 于 集 族 {4。 a AY, 至 少 属于 一 个 4。 的 元 素 的 党 称 为 并 祭 ， 
属于 所 有 4。 的 元 素 的 乏 称 为 交集 ,分 别 以 Ui4e:ae AJ. f nt4。s: 


ce A) 表示 之 ,并 集 , 交 和 集 也 写 做 【4。， [) 42 有 时 更 简单 地 


aa “A 


仅 写 做 U 4s A, 3 (4. ee A) 对 于 4 的 任意 不 同 元 素 e 
8, 有 4.4 = ó 时 ， 称 为 不 变 的 《disjcinD . 

13 定理 。 设 (4,} 为 以 4 为 指标 集 的 集 X 的 于 集 族 , 8 为 X 
的 子 集 ， 下 列 等 式 成 立 . 

GD an(n 4)= (Y na), 


a A "4 


Bu (U 4J)= U (BU A), 


“A a“ 


Ú 4)= U (BN 4.), 
)- 


eh 


NM (BU4.), 


eA 


G) x—(U 4)= YG — 42, 


qA 


- (n 让 =- U @%— 2. 


a 4 
(2) 称 为 分 配 律 (distributive lw)，(3) 称 为 de Morgan 法 

则 . 
` 14 当 给 与 集合 X 与? 时，X 和 Y 的 积 〈preduct) ENE 
(direct product) X X 了 定义 如 下 X x Y Et X 82638 a 和 Y 的 元 
素 和 的 所 有 有 序 对 (a, 5) 的 集合 , 由 X x Y — ((a,b): a 6 X, 
ke YY. X X 了 的 元 素 (as5):(o 2) BUT a = Z B. b = V hh 
同一 元 素 . 对 于 X x Y 的 元 素 (4,5),X 的 元 素 。 称 为 (a,5) 的 第 
一 成 分 ,Y 的 元 素 5 称 为 (4,5) 的 第 三 威 分 . X x Y 835 R TR5E 
X 893638 。 和 YY 的 元 素 5 的 关系 (ralation) 如 下 ; 当 (a,5)ER 


... 


时 称 为 a Rip E ES R,DL aRb 表示 之 ， 关 系 尺 的 写 义 域 《do 
main》 是 属于 的 元 素 的 第 一 成 分 的 集合 ， 的 伪 域 《range) 是 
尺 的 元 素 的 第 二 成 分 的 集合 . 即 尺 的 定义 域 一 {a: 关 二 某 个 bE Y, 
4aRb}, 尺 的 秆 域 一 16: 关于 茶 个 a € X, aRb). 

对 于 两 个 集合 X 和 Y, 给 与 关系 f: (1) 了 的 定义 域 是 X 拿 体 ， 
《2) 1 的 相 异 二 元 不 具有 相同 的 第 一 成 分 ,这 时 f 称 为 X 济 Y 的 映 
射 Cmapping) ,函数 (Function) 或 对 应 (correspondence)， 即 所 谓 了 是 
X 3 Y 的 映射 ,是 指 对 于 X 的 任意 元 素 a, 有 Y 的 元 素 5 使 af6， 
Ë fb B.af'. Ml p — p. 当 + 是 X 到 Y 的 颇 射 时 ,以 f: X— Y 
表示 之 . 当 of 时, 写 做 f(a) 一 5 或 fa 一 5,6 称 为 1 在 4 的 值 
(value) 或 * 在 1 下 的 象 (image)。 或 称 了 使 X 的 元 素 “ 对 应 或 
映射 于 Y 的 元 素 2 — Ka). 3 f: X 一 7 为 映射 时 ，f 的 值 域 称 
为 X 在 1 下 的 象 ,以 LX) 或 J]X 表示 之 . 当代 X) 一 了 时 , 称 f 为 
到 Y 上 的 映射 关于 Y'CY, 称 集合 (z: Kaye YY 为 在 了 下 了 
的 逆 象 《inverse image), 以 f Cy") BY 表示 之 。 当 Y 是 由 
Y 的 一 个 元 素 b 组 成 时 ,可 简单 池 写 做 GOM (Ip. 
f 的 象 的 任意 元 罕 的 递 象 仅 店 一 个 元 素 组 成 时 , 称 为 一 一 映射 . 
关于 X'CX 对 于 a € X' 由 f(a) = f(a) 定义 映射 了: X 一 了 时 ， 
了 称 为 了 在 X 上 的 限制 歇 射 《restriction) ， 以 州 X' 表示 之 , 关于 
各 aE X 若 定 义 i(a) = a, 则 得 到 X 到 X 上 的 一 一 联 射 i: XX 一 
X, i #R2SIB ER H (identity mapping), 以 1x 或 单 用 1 表示 之 ， 
当 X'CX 时 ,限制 映射 1x|X': X 一 六 称 为 包含 映射 (inclusion7. 
做 为 关系 的 映射 f: X— V JREDX XY 的 子 集 {(a,f(a)); a€ X] 
特别 地 称 为 映射 f 的 图 象 《graph)， 例 如 , 恒 等 映 射 1x 的 图 象 是 
X x XX 的 对 角 集 合 (diagonal) Ax — {Ce, a): a€ X). 

设 j: X 一 为 到 了 上 的 一 一 映射 ,对 于 各 be 了 ,使 Ko) 一 
b BJ X 95638 a 唯一 确定 .使 56Y 对 应 这 个 4 的 喘 射 称 为 了 的 逆 
映射 (inverse mapping), DLf 3282. BEX, Y, Z 为 集合 , f: 
X—Y,z: Y—>Z XI 3iph,A F£ a e XX, 若 令 sf(4) 一 8(f(4))， 
则 得 到 映射 sf; X ~> Z. zf 称 为 1 和 的 合成 联 射 (composition》， 
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# f SX S| Y LñgJ——B3J MI Fp 一 1k, frt = 1. 
15 设 (A. ae4} 为 以 4 为 指标 集 的 集 族 由 4 到 
UJ 4 的 映射 p, 它 对 于 各 ce4, 使 pae A,, 这 种 映射 全 体 的 集 


“a 


合 称 为 {4,} 的 积 售 或 直 积 ,以 JI 4 表示 之 ， 各 集合 如 称 为 因 


ry 


子 集 合 (factor)， 取 ]T 4 的 元 案 P 时 ,4。 的 元 案 pa 称 为 ?的 


了 


“坐标 (coordinate). @ J 52320 ae Bd, 9 DÀ (a,: ce A) 或 简 
单 地 以 《as) 表示 之 ，P。: |] 4。 一 4. 车 定义 为 PACas)) = a, 


Gry 


出 得 到 直 积 ]] 4 到 因子 集合 4。 上 的 映射 。 P。 称 为 射影 《pre- 


de 
jection), 


设 了 为 集合 ，{4。: ae AY 为 集 族 ， 关 于 各 ce 4 给 与 映射 
F: B — 4 时 ;映射 1 B — [[ 4,22 F b Ea 5 = Ga € A) 


“A 


确定 .对 于 各 ee 4， 合 成 陕 射 P.J F J.. 映射 P DRAE (r, 
ce A) 唯一 确定 ， 反之 Ua: ae A) 也 由 了 唯一 确定 ， 这 个 了 以 
GO 表示 ， 称 为 U; ae AJ 的 对 角 隐 射 ， 另 处， 给 予 集 族 (B.. 
ae A}， 当 关于 各 ae 4 给 予 隐 射 go: 4,— B.W WE. gas) = 
(gaa) 的 映射 g: TIL4。- IB, 称 为 8 的 积 ,以 ][ =, 表示 之 . 


aà 

16 设 尺 为 集合 X 的 元 素 间 的 关系 ， 则 R 是 XXX 的 子 集 。 
关于 X 的 各 元 素 a, 有 aRa 时 ,RR 称 为 咎 反 的 《reflexive)， 呈 是 自 
有 反 的 入 含有 对 前 集 Ax 是 等 价 的 .关于 X 的 元 素 a,5, 若 ¿Rb, 
则 得 有 5R。 时 ,RR 称 为 对 称 的 《symmetric)》。 与 此 相反 , 当 aR E 
ë#Ra 绝对 不 成 立时 了 称 为 反对 称 的 . 关于 X 的 元 素 a, b, c, 3 
aRb 且 bRe 时 ,车 得 有 aRe， 则 及 称 为 可 迁 的 《transidtve)， 身 反 
的 ,对 称 的 ,可 渤 的 关系 称 为 等 价 关系 《equivalence reiation)。 

设 好 为 X 的 元 素 间 的 等 价 关系 , 关于 XX 的 元 素 ,用 Ria] 表 
示 使 Rs 成 立 的 X 的 元 素 5 的 集合 , 即 R[a] — {2: aRb}。X 的 
于 集 4 关 于 某 个 ae X, 有 4 = R[a] 时 , 称 为 R 等 价 类 或 者 简单 
地 称 为 等 价 类 《eguivalence dass). 车 尺 是 等 价 关系 , 则 所 有 等 价 类 
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的 集合 .sx 构成 并 集 为 X 的 互 不 相交 的 集 族 .着 使 KX 的 各 元 素 a 
对 应 含 。 的 等 价 类 RLe]， 则 得 到 X 到 等 价 类 集合 .地 上 的 映射 了 
这 时 ， 关 于 和 的 元 素 a, b, f(a) 一 (5) 和 aR2 是 等 价 的 ， 集 合 
-or 称 为 X 依 R 的 商 集 (quorient se), DL X/R 表示 之 ,映射 f. 
X— X/R 丈 为 款 准 射影 《canonical prejcction)， 等 价 类 Re] 的 
一 个 元 素 称 为 它 的 代表 元 (representarive). 

17 集合 xX 的 元 案 间 的 关系 < 是 可 迁 的 时 , 称 为 序 (order) 
或 半 序 (partial order)， 称 X 由 < 附 与 襄 ，X 称 为 有 序 集 《ordered 
set)， 有 时 将 具有 序 关 系 过 的 集合 Xx 以 《X，, <) 表示 之 ， 对 于 有 
序 集 X 的 元 素 6，b, 25 a < 时 ， 称 为 < 在 5 前 ,< 比 小 或 5 在 
< 后 ,5 比 “ 大 ， 关 于 X 的 元 素 *，5， 用 <“ < p SYR AS ç < b 8 
4 一 6， 在 本 书 中 ,= 安 上 和 4 一 5 区 别 使 用 ， 设 4 为 X 的 子 集 ， 
元 素 56 XX, 关 于 4 的 所 有 元 素 203588 a < b PD, b 称 为 4 的 上 界 
(upper bound). 同样 地 ,小 于 或 等 于 4 的 名 元 素 的 X 的 元 素 称 为 
4 的 下 界 (lower bound), 在 4 的 上 界 中 同时 小 于 或 等 于 4 的 任 
意 上 界 的 元 素 称 为 4 的 上 确 界 〈supremum) ,以 sup4 表示 之 . 同 
样 地 ， 在 4 的 下 界 中 同时 大 于 或 等 于 4 的 任意 下 界 的 元 素 称 为 4 
的 下 确 界 《infimum) ,以 inf4 表示 之 . 

设 (X,<),(Y,<) 为 有 序 集 . 映射 1 X—2Y, # a< b 
恒 有 Ka) < FK) 时 称 乒 为 保 序 (order preserving) 的 。 有 序 集 XX 
的 子 集 4 的 元 素 za,5, 若 在 X 中 。 过 5 时 ,在 4 中 也 确定 a < b , H 
此 4 也 构成 有 序 集 . 这 时 称 4 为 X 的 有 序 于 集 ， 包含 陕 射 。4 一 
XX 显 然 是 保 序 的 ， 有 序 集 X 的 元 素 ab fE a< b, a — h, > b 
之 中 必 有 一 个 成 立时 ， 称 X 为 可 比 的 ，X 的 元 素 “ 比 所 有 和 a 可 
比 的 元 素 大 或 相等 时 , 称 4 为 的 极 大 元 , 比 积 a 可比 的 所 有 元 素 
小 或 相等 时 , 称 。 为 极 小 元 .在 集 族 .sx = {[X。 e€ A) 中 , 若 用 
X,SX, 定义 Xe < X, 时 ,er 是 有 序 集 。 这 时 极 大 元 是 不 能 成 
为 .er 的 其 它 元 素 的 真子 集 的 元 素 . 

有 序 集 艺 ,对 于 任 二 元 素 , 存在 比 它们 大 或 相等 的 元 素 时 , BJ 
对 任意 w， 56 X,4FE c€ X, fË a < ¿ B > < cH Ë X 3⁄8 FUE 
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(directed set)，Y 了 CCX， 对 于 任意 4 € 义 , 必 存在 « 所 5 的 元 素 b EY 
时 称 Y 存 XX 共 尾 (cofinal). 有 X 的 某 元 察 a, (b € X: a <6}CY 
时 , 称 Y 和 XX 等 终 《residual)， 等 终 必 共 尾 ,反之 一 般 不 成 立 . 

Ë (X,<),CY,<) 为 有 序 集 ,在 XXY 定 义 序 生 如 下 : 对 
于 (m,n),(m',n') € X XY， 限 于 (1) m < 和 ;或 者 (2) m — m 
B z< BE SL (m, n) < (mm )， 这 个 序 称 为 由 (X。<)(7， 
<) 导出 的 字典 序 《lexicographic order), 

18 在 X 的 序 < 满足 下 列 条 件 时 称 为 线性 序 (linear order) 
或 全 序 (total order): 《1) < 是 反对 称 的 , 即 对 于 a, e X, < 5 
与 < 之 总 不 能 同时 成 立 ，(2) 对 于 义 的 任意 相 异 元 素 <，5， 必 有 
a< pk z >> b Rar. 当 序 一 是 线性 序 时 ,关系 < 是 自 反 且 可 迁 
的 .着 4 为 线性 序 集 的 子 集 , 则 sup4 或 inf4 如 果 存 在 是 唯一 确 
定 的 ， 当 sup4 € 4 时 ，sup4 称 为 4 的 最 大 元 , 当 inf4 € 4 BP, 
inf4 称 为 4 的 最 小 元 

线性 序 集 X， 它 的 任意 非 空 子 集 具 有 量 小 元 时 称 为 良 序 集 
《well ordered xD)。 良 序 梨 X 的 序 一 称 为 良 序 (well order) ，X 称 为 
用 < Wi. 


52. 基数 ,序数 


24 ”如 所 熟知 ,将 所 有 集合 的 汇集 看 做 集合 将 会 产生 玫 盾 .为 
此 ， 像 所 有 集合 的 汇集 那样 将 某 范围 内 的 事物 的 汇集 称 为 类 
(das). 集合 全 体 的 类 以 BW 表示 之 。 人 x 的 元 素 是 集合 ,在 1.6 
中 定义 的 等 价 关系 看 做 是 集合 的 元 素 间 的 特殊 关系 ， 在 此 则 做 为 
xx 的 元 素 间 的 关系 考察 之 ， 这 时 和 集合 的 情形 相同 27 被 分 为 
互 不 相交 的 等 价 类 ， 对 于 2 的 两 个 元 素 A, B, 当 4 到 B 上 存在 
一 一 映射 时 , 称 4 和 是 等 价 的 , 以 4 于 表示 之 .显然 ~ 是 4 中 
的 等 价 关系 ,2 很 据 ~ 分 为 互 不 相交 的 等 价 类 . 含有 的 元 素 4 
的 等 价 类 以 PC4) 或 14| 表示 之 ， 称 为 4 的 势 (power) 或 基数 
《eardinal)， 基 数 mm 之 间 规 定 序 < 如 下 ; WP(A)= m, P(B) 一 


... 


1, 当 4 和 8B 不 等 价 , 且 4 到 5 的 真 寺 集 上 存在 一 一 映射 和 ik m< 
n， 这 时 称 为 m 比 a 小 ,n 比 nm 大 ， 可 以 证 明 此 序 为 良 序 ， 当 4 一 
1 2 n 0<n< oB, 设 p(4) 一 2 对 于 空 集 多 , 设 
MC 8)= 0， 对 于 类 个 xD <<) PC4) = s 的 集合 称 为 有 
限 集 ,否则 称 为 无 限 集 . 

22 对 于 集合 4，4 的 所 有 子 集 的 集合 以 24 表 示 之 ， 着 
PC4) 一 ms PC24) 用 2" 表示 之 .关于 任 音 基 狂 m, 兄 知 几 < 2", 
基数 的 和 与 积 由 pC(4) + p(B) 一 pL(4UB) ( 设 4 和 8 互 不 入 
交 )、2C4) p(B) 一 24 X B) 实 义 之 、 更 一 般 地 ， 若 (A. 
ae AY 为 系 族 ,由 22 K4.) = p [U 4) GE (43 2326483: 


RE 


Ë), IÍ Ga) 一 (本 a.) 定义 之 .由 这 些 式 于 可 以 定义 基数 
的 集合 (m. e€ AY 的 和 了) ms mn ]Í m。。 


23 设 N 为 所 有 自然 数 集 1,2，3，，…}。N 的 基数 写 做 
G 读 做 阿 列 夫 ), 基 数 为 或 比 它 小 的 集合 称 为 可 数 集 《countable 


BE. 两 个 有 限 集 限 于 其 元 素 个 数 相 等 时 基数 相等 . 

24 不 是 可 数 集 的 集合 称 为 不 可 数 集 (uncountable set), 实 
数 全 体 的 集合 R 是 不 可 数 集 ， R 的 基数 写 做 + 称 为 连续 统 基数 
《continuum power). 因 有 理 数 全 体 是 可 数 和 集 ， 政 无 理 数 集 是 不 可 
数 集 , 其 基数 为 ec。 熟 知 2w 和 * 是 相等 的 ， 基 数 咯 若 满足 R< 
m < 2*%,R| m = 8, 或 m 一 2 的 问题 , 仅 用 普通 集合 论 公理 是 
不 能 证 明 的 . 肯定 这 个 问题 称 为 连续 绕 假设 (continuum hypothesis, 
缩写 为 C.H.), 一 般 地 ,关于 n 之 8 的 基数 rl, 满足 nm 所 2 
的 基数 mm， 必然 有 m — w 或 m — 2", 就 是 所 请 广义 连 综 统 假设 
《generalized continuum hypothesis》。 最 初 的 不 可 数 基数 写 做 只 ， 设 
集合 4 为 PCA)< m 的 指 未 集 ， 对 于 任意 的 基数 的 集合 (m. 
e€ 4}, 其 中 关于 各 a€ 4 有 m, < m, 则 恒 有 有 > m, < ta 时, 称 基 
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数 m 是 正则 的 (regular)， 例 如 ,基数 8. R, 都 也 正则 的 . 
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25 设 X 为 集合 ,r 为 基数 . 设 4 为 基数 是 + 的 集合 ，4 到 
XX 的 所 有 了 映射 的 集合 以 X" 表示 之 , WO X85368 r 的 积 集 ，X" 也 
可 以 定义 如 下 ， 以 4 为 指标 集 的 集 族 (X. ae A) 中 ,关于 各 
ae 4, 均 有 X。~X, 作 它们 的 直 积 ]I x. 显然 上 |Ix.. 


¿a za 

对 于 实数 集 R, s 为 自然 数 , R" 是 = 维 Euclid 空间 ，Rw 是 
Hilbert 空间 。R”, RW 的 基数 都 是 "但 R°, PD R #| R RJ 31 fk 
的 集合 或 尽 的 所 有 子 集 的 集合 的 基数 f 北 “大 . 

26 设 9 为 所 有 有 序 集 的 类 ， 关 于 Y 的 二 元 素 4,3， 当 
4 到 B 上 一 一 保 序 映 射 存 在 时 ， 称 为 4 和 是 相似 的 Gimilar) ,以 
4s 卫 表示 之 .显然 关系 必 是 % 的 元 素 间 的 等 价 关系 ,用 一 确定 的 
等 价 类 称 为 序 型 《order type)， 含 4 的 序 型 用 o( 4) 表示 . 良 序 集 
的 序 型 称 为 序数 (ordinal), W 4 为 良 序 集 ,ee 4. 4 的 良 序 子 集 
A, = [bib 6 4, b < a) 称 为 由 o 确定 的 4 的 截 眉 ， 二 序数 ms? 
之 间 的 序 < 定义 如 下 : 当 o(4) = a, o(B) = > 时, 荐 4 与 B 
的 某 个 截 眉 相似 , 写 做 上 < >， 称 为 上 比 * 小 ,> 比 上 大 .由 此 序 
关系 可 知 ,任意 序数 的 集合 构成 息 序 集 . 

27 二 有 限 良 序 集 仅 当 其 元 素 个 数 相等 时 是 相似 的 。 由 此 
意义 ,有 限 良 序 集 的 序数 可 用 整数 0,1,2，… 表示. 这 些 称 为 有 限 
序数 .自然 数 集 N 按 自然 的 蜂 序 关系 是 良 序 集 ，N 的 序数 以 。 表 
示 ,% 是 最 小 的 无 限 序数 . 

对 于 序数 y, 序数 上 一 ” 十 1 是 其 后 继 序 数 。 这 时 v 称 为 
< 的 前 趋 序数 .0 以 及 存在 前 超 序 数 的 序数 称 为 孤立 序数 Gisolated 
ordinal) ,其 它 序数 称 为 极限 序数 《limit ordinal)。 避 是 最 小 的 极限 
序数 . 

28 设 5 为 序数 ,X 为 o(X) 一 jp 的 良 序 集 ， 若 xX 的 基数 为 
Pp(p)， 则 plx) 是 由 产 唯一 确定 的 ， (pz) 称 为 序数 上 的 基数 ， 
plp) 所 嫩 的 序数 称 为 可 数 序数 。 设 峰 为 基数 ， 令 KCm) 是 
9(z) = m 的 所 有 序数 的 集合 ， 根 据 良 序 定理 (参考 3.3) 对 于 任 
意 基 数 m, KKnD 是 非 空 集 ， 因 天 (mr) 是 序数 的 良 序 案 ， 故 有 最 小 


元 ， 令 之 为 (m). 若 为 无 限 基数 ,Am) 恒 为 极限 数 ，w(oo 称 
为 基数 严 的 始 数 《initial ordinal). B#]#n, 0$G8%) = w， 的 始 数 
是 最 小 的 无 限 序数 o, 

对 于 任意 的 无 限 基 数 m, 令 LOm) = (aR, 和 nm< m). LOm) 
EBE. # plim) 为 LCm) 的 序数 ， 则 对 应 m — pCm) 是 一 
一 保 序 的。 基数 m 以 Nw 表示 . 车 mn 一 Wo, W) L(m) = $ Tü 
RNo) 一 0, # m — 8, 则 Lm) 仅 昌 向 组 威 , 故 AS = 1, 
于 是 关于 B, 8, 可 以 因 获 过 去 的 写法 。 BLR, 是 最 初 的 不 可 数 蕊 
数 , 故 (8) 是 最 初 鸡 不 可 数 序数 ， 以 w 表示 之 ,下 列 引 理 在 后 
一 章 中 将 要 用 到 . 

29 引 理 着 (aa i= 1,2,...1 为 比 ow 小 的 序数 的 可 数 
集 , 则 sup{p.》 比 o, 小。 

证 明 ”只 需 指出 比 sup{jp} 小 的 序数 全 体 的 集合 X 的 基数 所 
8, 设 Xi 二 [v: r < z), 因为 可 数 序数 , 故 p(X,) S< 8. 车 
注意 U x, = x, 则 有 pP(X)<%- 8, = 8, 


53. 归纳 法 ， 良 序 定理 ，Zorn 5128 


3.1 下 面 说 明 的 所 谓 超 限 妇 商 法 《transfinite induction) 的 证 
明 方 法 ,在 本 书 中 到 处 使 用 . 

设 对 于 各 序数 p, 给 予 命题 P(x). (1) 对 于 py 一 0,P(p) 是 
正确 的 .(2) 关 于 p < po 的 任意 序数 上“， 如 果 P(a) 是 正确 的 ， 
则 Plpo) 也 是 正确 的 。 如 果 证 明了 《1),《2), 则 P(a) 对 于 所 有 
的 序数 是 正确 的 . 

在 上 述 讨 论 中 ， 如 果 仅 考虑 所 有 有 限 序 数 ， 就 是 通常 的 归纳 
法 、 

3.2 定义 W X24053. 和 的 非 空 的 全 序 子 集 称 为 链 - 
有 序 集 X。X 失业 且 X 的 民意 链 具 有 上 确 界 时 , 称 为 归纳 的 《indu- 
ctive)， 设 ,orz 为 集 族 . ,ex 的 元 素 的 所 有 有 限 子 集 仍 为 ,ez 的 元 
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素 ， 某 集 的 所 有 有 限 子 集 都 是 .ex 的 元 素 则 该 集 本 身 也 是 .er 的 
元 素 时 , 称 .er 为 具有 有 限 往 (finite character)。 熟知 的 下 列 定理 
在 本 书 中 到 处 使 用 ， 
33 定理 (1) 选择 公理 (sxiom of choice) 具有 指标 集 
4 的 集 族 1X。: ak 4}， 若 关于 各 ae A, X, 关 由 , 则 存在 由 4 到 
集合 U{X。: ce AY 的 函数 p， 关 于 各 ee 4, 有 @,€ Xo, (@ #R 
为 选择 函数 《function of choice). ) 
(2) 良 序 定理 《well ordering theorem) 任意 集合 可 按 茶 个 
序 成 为 良 序 集 、 
(3) ”Zorn 引 理 ”归纳 序 集 有 极 大 元 ， 
(4) Tuk 引 理 ”具有 有 限 性 的 集 族 具有 航 大 元 . 
对 于 任意 无 限 基数 ,由 廊 序 定理 保证 有 mm 一 m, 
3.4 定义 考察 集合 X 的 子 集 族 S. 属于 多 的 任意 有 限 
个 元 的 交 不 空 时 称 多 具有 有 限 变 性 (finite intersection property), 
属于 .多 的 任意 有 有 限 个 元 的 交 仍 为 的 元 时 , 称 多- 为 夺 限 可 时 的 
(finite multiplicative)， 可 数 可 张 的 意义 也 是 明显 的 。 
BENT (filter) 是 指 满足 下 列 条 件 者 。 
(1)》 = =. 
G) 名 具有 有 限 交 人 性质 . 
(3) # Fe Z, HB. FCH, WJ Hë Z. 
车 多 SW (1), (280 888CG)466 088), 则 .多 ke 
基 . 
` 设 多 "为 X 的 子 集 构成 的 小 子 基 ，.>” 为 含有 多 "的 某 个 元 
素 的 X 的 所 有 子 集 族 , 即 多 = (F: FCX, 关 于 某 个 BE Z, 
FFCFEj， 多 显然 满 图 (1),(2),(3), 故 构成 滤 子 多 称 为 由 > 
生成 的 滤 子 ， 滤 子 多 是 极 大 的 是 指使 多 C.G ky 2”, 
恒 有 多 一 上 
35 定理 设 X 为 非 室 集 . # 多 为 X 的 洪 子 基 ， 则 存在 合 
多 tS Ka. 
MM W 226 多 的 元 素 的 入 的 子 集 全 体 , 显然 多 "是 泪 
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+. É 127. ae AY 29 5 2 的 泪 子 全 体 ， 因 26 是 它 的 元 求 ， 
故 它 是 非 空 的 。 若 根 据 2. s, 定义 Z, < g, WI, 
为 有 序 集 ， 且 显然 12, 是 归纳 的 .根据 2orn 引 理 存在 极 大 元 
i Z 45 sm 

3.6 命题 设 多 为 极 大 滤 子 , 则 下 列 事实 成 立 . 

《1) 多 是 有 限 可 乘 的 . 

(2) 对 于 XX 的 任意 子 集 4, 有 46 多 85 X— A € Z. 

证 明 (1) 所 有 8 的 元 的 有 限 交 组 成 的 族 多 具有 有 限 交 
性 质 . 由 3.5 必 存 在 含 2 的 极 大 小 子 乡 .显然 有 多 CE, 故 
S 2. 由 多 的 极 大 性 , 故 2 = 2. 故 S = 化 而 是 
H FI3ER9. 
Q) 设 Z Ula) = 2 ,好 具有 有 限 交 性 质 ,和 (1) 的 证 
了 明 相 同 ,有 2 = 2#. 由 此 了 6 名 .车 多 HUI4 罗 LUIE 一 
AY 都 不 具有 有 限 交 性 质 , 则 由 (1), 多 是 有 限 可 乘 的 , 故 存在 B, 
CE 多 使 4nB 一 贡 (XA)NC=%. BNCeE 而 
BNCCCX 一 4) 站 4 一 8 ,和 滤 子 的 定义 3.4(1) 矛盾 。 改 必 有 
AC 访 或 外 一 4 访 成 立 。 


第 -~ 章 拓扑 空间 


$4. 拓扑 的 导入 


4.1 Georg Cantor 在 1874 年 在 数学 中 首先 导 人 了 集合 概念 ， 
同时 对 Eudlid 空间 的 点 集 也 考察 了 极限 概念 。 M. Fréchet 在 二 
十 世纪 初 , 离开 Euclid 空间 的 范围 , 开始 将 极限 概念 公理 化 ， 本 
书 主要 是 根据 C.Kuratowski 在 其 后 整 弄 的 从 闭 包 出 发 的 方法 去 
考虑 极限 概念 ， 作 者 认为 用 它 表现 拓扑 的 本 质 是 最 简单 的 .所 请 
集合 的 闲 包 看 做 该 集合 的 极限 点 集 即 可 ， 这 一 事实 在 本 章 中 是 清 
楚 的 、 

42 定义 设 * 为 集合 ,其 任意 子 集 4 对 应 着 的 于 集 及 ， 
请 足下 列 四 个 条 件 . 

GO) 包含 性 AC4. 

(2) 加 法 性 AUB = 4U85. 

G) WF 442. 

(4) = @. 

这 时 xX 称 为 拓扑 空间 《topological space) 或 了 空间 ,4 825 4 
的 闭 包 《closure)， 有 时 也 将 4 写 做 CL4， 特别 地 ， 有 必要 明确 指 
出 在 x 中 的 闭 包 时 , 写 做 Clx4， WR 4 一 4 的 集合 4 为 闭 集 
(closed st)， 闭 集 的 补 集 称 为 开 集 (open se). X 的 所 有 开 集 构 
成 的 族 2 称 为 X 的 拓扑 . 若 写 做 空间 (X, 有), 则 BU 为 空间 
XX 的 拓扑 、 对 于 X 的 子 集 构成 的 族 % , 令 

Wm UW: WEWY. 
拓扑 人 U 的 子 族 到， 对 于 X 的 任意 非 空 开 集 忆 ,使 t= U 
的 多 的 子 族 用 ,存在 时。 S2 称 为 X 的 基 《base)、 基 的 基数 的 最 
小 什 称 为 XX 的 重 数 (weight) 表示 为 w《X). 将 重 数 不 超 过 8, 的 
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空间 称 为 满足 第 三 可 数 性 (2nd countability) 空间 ， 或 完全 可 分 
《perfect separable) 空 间 ， 所谓 X 的 拓扑 的 子 族 绍 是 子 基 (subbase) 
是 指 属于 色 ; 的 集合 的 有 限 交 全 体 构成 基 . 

由 XCXCX 有 元 一 X 故 全 空间 X 是 闭 集 . xk ó 
的 补 集 是 开 集 ， 允 做 为 闭 集 交 的 补 集 也 是 开 集 总之;X，0% 都 是 
BOTH ESE. 由 (1)3C 4 故 (3) 的 震 等 性 可 换 为 4C4. # 
AC BH 了 C 豆 , 即 单调 性 成 立 。 这 是 因为 了 8 一 了 U 互 = AUB. 
再 者 由 (1) 4 一 4 和 AC4 是 等 价 的 . 

43 例 G) 对 于 集合 X 的 任意 子 集 4 ,车 令 了 一 4, 则 X 
是 空间。 这 时 的 拓扑 称 为 离 数 拓扑 ， 和 称 为 离散 认 间 《discrete 
space), 

(2) 对 于 集合 X 的 任意 非 空子 集 4 ,车 令 4 一 X, 一 ó, 
则 为 空间 ， 称 之 为 平凡 空间 

由 此 例 可 以 爱 出 对 于 同一 集合 可 以 给 与 相 异 的 拓扑 .对 于 集 
合 X 当 给 与 Bl , % 两 个 拓扑 时 ， 若 Br C Wk 2Z tc % 型 或 
É % iu 2 S. 离 若 拓扑 是 最 强 的 拓扑 ， 平 凡 拓 扑 是 最 弱 的 拓 
#. 

44 记号 在 本 书 中 ;4, i,j, 包 等 文字 表示 正 整 数 ， 有 了 时 
也 表示 0。 RN 表 示 正 整数 全 体 的 集合 ， A==> B 为 由 4 导出 8. 
A<> B 259 A=> B ËB B — A. 

4.5 命题 “对 于 了 空间 X 的 拓扑 2 ,下 述 性 质 成 立 。 

(0) 区 :Er 

(2) U, Us EW => UU NU NN UU, A, 

G) YU x* eq. 

证 明 (1) 由 4.2 已 指出 . 

(G) 只 需 指 出 ” 一 2 时 是 正确 的 节 可 . 因 

X— U,DU,= (< — U)DU(X — U) 
= CX — U)UCI(X — U) 
— CX— UDU(X — UD] 
= CX — UNUDU), 


ols 


# U, U, s 27. 
(3) W % = (U.). 
OX — UU.) = CI(( (X — U) CCI(X — Us) 
由 单调 福 对 于 任意 8 成 立 . 改 
CX— UUOCNACR — U.) 
= NX- U) = X— UU... 


而 UV.€ 2. 
做 为 这 个 命题 的 对 偶 , 对 于 X 的 所 有 闭 集 组 成 的 族 多 ,下 述 

事实 成 立 . 

(D %, XEF. 

(2) Foo Pa FB >FU "UF EF. 

G) ECF NH: He @ ER. 

由 (3) 立即 看 出 ，X 的 于 集 4 的 闭 包 是 含 4 的 闭 集 中 之 最 小 


4.6 命题 对 于 了 空间 X 的 基 腕 ,下 述 二 条 件 成 立 . 

G) 对 于 尾 一 点 zxEX, 有 有 :使 >6 B€ @. 

《2) # <š BIB, B, B,€ 络 , 则 有 B € sg ,Ë8E z € pO 
BN B,. 

反之 ,对 于 集合 天 和 咖 忆 2*, 若 此 二 条 件 成 立 , 则 以 绍 为 基 
的 X 的 拓扑 27 是 唯一 存在 的 . 

证 明 ”命题 的 前 半 部 分 是 明显 的 ,证 明 后 半 部 分 .车 令 

G) A~X— U{BE BANB = $}, 
Mj 4CA4，A4CA WARA. HOB X=— 2° k #= 2. 
£,U4;24,U4, 是 显然 的 . 为 了 证 4,U2,C2,U4,, #IRA S 
于 不 U 的 点 *, 则 取 z€ B € 2 的 Bis 使 BiNAi~ @G = 
1,2). 由 (2) 有 B€ Z, z€ BCB, D B.. 因 BY (A,U A) = 
@, fÉ &2,U4. T 4,U4,.CA,U24, 成立 . 
于 是 又 是 拓扑 空间 . 若 Be @ NX B — x — B, É @ 
的 元 在 这 个 拓扑 中 是 开 的 ，. 鹃 的 所 有 子 族 的 集 设 为 L 29.1, 2 
一 { 静 和 拉 , 则 由 闭 包 的 定义 (3)Gl Eat. Walp 3. 反之 
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以 2 为 基 的 拓扑 必须 是 和 , 故 和 的 唯一 性 也 是 明显 的 ， 


Aq 推论 对 集合 X, 给 与 更 IC2xG = 1,2), 使 之 分 别 满 
足 命题 4.6 的 两 个 条 件 。 SE FUN A ER Z, 

G) # x BE 82, WÜ B,€ 82, IË z€ BC Bs 

(2) # z€ B,€ 32,, 则 有 BE @,, 使 z€ B,CB;. 

这 时 由 2, 生成 的 拓扑 和 由 2, 生成 的 拓扑 是 一 致 的 ， 


$5 度量 空 僻 


5.1 定义 所 谓 X 是 度量 空间 《metric space) 是 指 在 X XX 
上 定义 的 非 负 实 值 函数 4 存在 ,对 于 任意 *,y,z 6X, 下 列 三 个 条 
件 是 成 立 的 。 
G) dx, y) = 0<><x = y. 
(2) 对 称 狂 4(z, y) = 4(y, 2). 
(3) 三角 不 等 式 4G, y) < d(x, z) + 4Gz; y). 
这 个 z 称 为 丈 上 的 距离 ,对 于 正 数 s， 令 
S.G) — [y € X: d(x, y) < 8) 
秘 为 以 * 为 中 心 以 8 为 半径 的 开 球 或 称 为 * 的 6 邻 声 ， 当 e 的 表 
达 式 较 长 时 S.G) 也 写 做 S(z*: e)， 对 于 的 子 集 4,8, 令 
d( A) — supid(x, y): z€ A, y € AY, 
d(A,B)= inffdlx, y): z€ A, y6€ B), 
SA) = S(A: 8) = [z€ X: dlr, A) < el}. 
4(A, B) E A81B BDEEES CA) 是 4 的 直径 . 需要 明确 标 出 度量 
空间 的 距离 时 , 写 做 (X ,4). 
度量 空间 按 下 述 安排 便 为 了 空间 .首先 令 
B= {Sx): z€ X, £ > 01. 
我 们 指出 2 满足 命题 4.6 的 两 个 条 件 。 对 于 任意 x C X. d(x， 
z) — 0, 故 x€5Cx). 设 xE5c(xD)N56(x2). 令 


ai = d(x r), i= 1.2, 
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则 a <s, W 
b = min[e, — ae — als 
则 必 有 S,GOCS, (w) 0S,..(). 实际 上 ,车 y€ S,GG) , 则 
dx y) S dris z) + de, y) <a + 5 
< a, + 8; — a; = eg. 
故 y € SCO 1S.,Ga). 于 是 X 是 以 S 为 基 的 了 空间 . 
S.G) S.CA) 等 在 此 拓扑 下 是 开 集 。 度量 空间 依 此 拓扑 蚀 
为 了 空间 . 显然 此 拓扑 与 由 
一 和 dx, A) = 01 
个 臣 离 4， 4 生成 相同 的 拓扑 时 3k a 等 价 于 Z. 这 是 等 从 关系 ， 
开始 给 与 的 了 空间 X; 当 它 的 拓扑 也 可 上 由 某 距 离 生 成 时 ,X 称 
为 可 度 最 化 空间 《metrizable space) 或 称 为 可 耻 离 化 空间 ， 称 此 距 
离 符 合 于 和 的 拓扑 ， 不 能 度 蝇 化 的 空间 的 意义 是 明显 的 ， 考 虑 在 
什么 样 拓扑 的 条 件 下 该 空间 是 可 度量 化 的 问题 称 为 度量 化 问题 ， 
此 万 重要 前 问题 之 一 、 在 本 蔬 中 也 经 常 论 及 这 个 问题 ， 在 度量 空 
闻 中 占有 最 重要 地 位 的 是 下 述 的 Euclid 空间 和 Hilbert 空间 . 
52 定义 设 4 个 实 直 线 K 的 积 为 R". 对 于 R* 的 二 点 x 一 
《xz ys" ya). 5 $ 
`+ 


Q)  ay=(2e sy), 


则 a W8AEWEBS RE. FKUERSES2 Euclid 距离 称 (R", d) 为 了 
维 Euclid 空间 ， 今后 实 直 线 尺 设 为 《R， 4). 及 的 所 有 开 区 间 
(a5) 一 {x€ RR; 4 之 x 之) 在 此 拓扑 下 是 开 的 ,所 有 闭 区 阅 [s， 
b] = (z€ R; a < z < b) 在 此 拓扑 下 是 闭 的 、 令 
P= [GD ER 0 S< x < ~ 1, `": n)). 
(1", a) 称 为 维 立方 体 《xn-cube)、 特 别 地 ,， t, 2 通常 写 做 7， 
称 为 单位 闲 区 间 ， 在 的 可 数 无 限 个 的 积 R* 中 考虑 如 下 的 子 集 ， 
~ G) < R°, a< 中 
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对 于 及 的 二 点 += (z), y ~ G), B+ 
@ (e, = [21 G — wiy) 


则 4 为 有 上 的 距离 ,( 玉 ,4) 称 为 Hilbert Ü). 如 是 由 与 大 点 (0， 
0，'…) 的 距离 为 有 限 的 点 的 全 体 组 成 的 ， 若 令 
Te= (G) R°: || eli G= 2, 

则 有 CH, (2, 4) 称 为 Hilbert 基本 立方 体 ， 为 说 明 在 (1) 中 
2 是 距离 ,只 需 说 明 在 (2) rh 2 是 距离 。 为 了 证 明 后 者 ,下 列 引 理 
是 必要 的 - 

53 引 理 (Sthwartz 不 等 式 ) 设 as b. € R. 若 级 数 al, 
X> Elke khu W) 21 8, 是 绝对 收 伍 的 且 下 式 成 立 。 

(Tab < (Bad EZ6), 
证 明 iman TES :6 RR, 有 


po HEL 


1 
， 


+ n>. 


将 中 间 看 做 是 关于 ! 的 二 次 式 , 由 于 其 判别 式 是 非 正 的 , 故 
(12.1) < (Š 中 (总 有 


2 
< (= 可 (= #). 
#3Em RK st Ura] seiR q 0: 故 22] 5,09 I 2. b, 
sh kaq. 在 上 式 中 若 m = 1, 则 得 到 
(> < < (> 24.) < (> 4 (> 分 

此 式 堪 端的 = 若 为 oo， 则 得 到 所 求 的 不 等 式 . 

54 命题 (H, 2) 是 度量 空间 。 

证 明 设 x — (x), 7 一 (rs 一 《zi) 为 吾 的 三 个 点 . 由 
引 理 5.3 如 xiy, 是 绝对 收 伍 的 , 故 有 
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Sx — y) = Xx] — 252 + Es 
而 aG, y) 具有 有 限 确定 信 ， 需 要 讨论 的 仅 是 三 角 不 等 式 ， # 
354, 5251 都 是 收敛 的 , 则 由 引 理 5.3, 有 
15, < 2(5 IDDE. 

若 在 此 式 的 两 端 加 上 S+ 55 再 整理 之 , 则 有 

(Slat < TaD + (Z26D2. 
在 此 式 中 , 若 将 a 一 x 一 zo b, — z; — y: 代入 ,到 两 端的 平方 
根 , 则 有 

(EG; — yi < (G, — 2 + CBs: — yt, 

而 得 到 


d(z; y) < dr, z) + dz p). 
55 定义 度量 空间 的 点 列 [zo xa 是 Cauchy 列 或 
基本 列 是 指 下 述 性 质 成 立 . 
G) 对 于 任意 e > 0, 存 在 4, 使 当 i 22 n => d(z,, x;) < 8, 
此 条 件 和 下 述 性 质 等 价 . 
GQ) 对 于 任意 8 > 0, 存 在 4, 使 当 i,j 22 n => d(zizi) < 8, 
所 亩 < € xP {xs} 的 极限 点 是 指 limd(x, <) 一 0。 任意 


space)， 该 距离 称 为 完备 距离 。 用 完备 距离 赋予 度量 的 空间 是 可 
完备 度量 化 空间 。 尺 是 完备 度量 空间 的 例 于 ， 开 区 间 《0,1) 不 是 
完备 的 . 因 {1/i: i€ NY 是 Cauchy 列 但 在 (0,1) 中 没有 极限 点 。 
但 (0:1) 可 赋予 完备 焉 离 ， 如 下 所 做 即 可 . 关 (0,1) 一 R 定义 为 
Ke = G — /D/A — z), 1⁄2 z < 1, 
JG) 一 G — 1/2)/z, 0 <: <1⁄2, 
##R exesy) = lG) 一 了 0y) 1， MI0 128 KISS su SB), koga 
离 在 (0,1) 上 和 Euciid FE 5S4fr05. 
5.6 定理 Hiber 空间 妃 是 完备 的 度量 空间 . 
证 明 2 [xi = (z1)) 为 的 Cauchy 列 ， 对 于 任意 n, 8 


(Ge, 2)) ~ > G@ — y> GQ — 4, 


R: 


故 {z5， 邓 ,是 六 的 Cauchy 列 . 设 其 级 限 数 为 a。。 因 {x 站 是 
Cauchy 列 , 故 对 任意 8 > 0, WE m, 若 i，j 宇 吉 ， 则 dx’ zi) < 
5, 即 


GL ky < 9, 
= 


故 对 所 有 的 = 
六 人 
= 


在 此 ,车 j — eo ， 则 


JEE a — eo , WI 
O Fa ee. 
这 标志 着 点 ¿= G) 和 呈 有 有 限 距离 ， 车 利用 5.4 的 不 等 式 
GN] 
忆 2 ñ 本 < ER 
Ea<(D 0) + (Te) < > 


Tda € H. 市 且 出 《1) limz — a. 


$6. 相对 拓扑 


61 命题 设 Y 为 了 空间 X 的 子 集 .对 于 Y 的 任意 子 集 A, 
38 A Y 向 为 4 在 7 的 闭 包 Cly4, 则 了 是 工 空间 、 
证 明 Clyg = 2, ACCA 是 明显 的 . 因 
CHAUB)—= A4UBNY = (A4UB)NY 
=(A4ñnY)UCGB( Y)— CLAUCHB, 
故 如 法 性 成 立 . 因 
ch(cu4) ~ Ch(ANY) — FNYNYCANY 
— ANY = Cly4. 


故 守 等 性 也 成 立 ， Dl 

在 了 中 如 此 导入 的 拓扑 称 为 相对 拓扑 《relative topology)， 具 
有 相对 拓扑 的 了 称 为 子 室 间 《subspace)， 如 不 做 特别 声明 ;总 认为 
子 集 具有 相对 拓扑 。Y 在 相对 拓扑 下 的 开 或 午 集 分 别称 为 相对 开 
或 相对 闭 集 ， 也 有 时 将 此 相对 开 或 相对 闭 集 分 别称 为 在 > 开 或 在 
Y 闭 的 .在 子 空间 Y 的 子 集 2 中 可 以 考虑 关于 和 的 相对 拓扑 和 关 
于 Y 了 的 相对 拓扑 ,显然 二 者 是 一 致 的 . 

6.2 命题 设 Y 为 7 空间 X 的 子 空间 , 则 下 述 福 质 成 立 ， 

(1) UCY 是 相对 开 的 充 要 茶 件 是 存在 X 的 开 集 ,使 U 一 
VNY. 

(2) FCY 是 相对 闭 的 序 要 条 性 是 存在 X 的 闭 集 召 , 使 F 一 
HNY, 

证 明 显然 ;由 (2) 可 推出 (1), 今 证 明 (2). 若 为 相对 闲 的 ， 
则 下 一 FNY, 若 令 H = F 即 可 . 反之 ,有 的 闭 集 五 ; 若 F 一 
HNY, 则 ChF = HRYNYCEHNY = HNY 一 F, 故 F 是 相对 
闭 的 ， 

63 推论 设 Y 为 工 空间 和 的 子 空 间 ， 当 了 是 和 的 开 集 时 ， 
Y 的 相对 开 集 是 X 的 开 集 ， 当 Y 是 厌 的 闭 集 时 ，Y 的 相对 闭 集 是 
和 的 闭 集 . 


$7. 初等 用 语 


7.1 定义 设 4 为 了 空间 X 的 子 集 - 令 

Iá 一 和 一 到 二 了 
称 之 为 4 的 开 炉 《opm kemel，interiory)。 这 是 合 于 4 的 最 大 开 
集 ，Int4 也 写 做 a°. < 

Bry4d = £ — Int4, 
称 之 为 4 的 边界 (boundary)。 Brya 也 写 做 94. 属于 4 的 边界 
的 点 称 为 4 的 边界 点 . 当 4 是 开 集 时 ，Bry4 = 4 — 4. 当 4 一 
XX 时 , 称 4 在 Xx 中 称 密 《dense), 当 X 具 有 可 数 稠密 子 集 时 , 称 久 为 
司 分 的 《separzble)。 

， 20 ， 


7.2 命题 完全 可 分 了 空间 X 是 可 分 的 . 

证 明 取 可 数 基 {B; Z 区 ,从 各 Bi 中 各 取 一 点 ,这 时 {w} 
是 x 的 可 数 镁 窗子 集 . D 

这 个 命题 的 省 不 成 立 , 它 的 例子 在 以 后 饼 述 . 

73 定义 设 4 为 7 空间 x 的 于 集 ， 有 的 点 称 为 4 的 接 角 
点 (chuster poinD)。 X 的 点 = 满足 zE A 一 1zJ 时 ，* 称 为 4 的 育 
点 (sccumulating pcint)。 4 的 聚 点 全 体 的 集合 称 为 4 的 推导 集 
Cderived set) 或 导 集 . 以 4 或 4 表示 之 , 4 二 4U 4'，4 一 4 的 
点 称 为 4 的 屠 立 点 (isolated poin), URAS E 4 是 相对 开 的 ， 特 
别 地 ,全 空间 的 孤立 点 是 开 的 ， 直 此 , 当 4 是 闭 集 时 (4 疾 xX 也 是 
闭 的 。 当 4 不 具有 孤立 点 时 , 即 -4 忆 人 时 ，4 称 为 恒生 集 dose- 
in-itself)， 当 4 = 时 ,4 称 为 完全 售 (perfect set). 

74 鲍 设 2 为 R 的 有 理 数 全 体 构成 的 集合 , LQ z R 88 
密 的 ,是 自 密集 ,但 非 完全 集 ， 

75 定义 设 * 为 了 空间 X 的 点 . 对 于 4CX， 当 x€Int4 
成 立时 ，4 称 为 * 的 令 域 ncighborhood)、 所 亩 开 令 玻 当然 是 指 开 
的 入 = 的 人 二 休 成 有 限 可 村 的 这 了 ， 通 和 招 它 写 估 rr 


《0D 各 区 是 z 的 开 领域 。 《2) 对 于 * 的 生意 人 了 ,有 5 使 EV 
成 立 . 存在 可 数 邻 域 基 的 点 , 称 为 在 该 点 第 一 可 数 性 成 立 , 在 各 点 
第 一 可 数 性 都 成 立 的 空间 称 为 满足 第 一 可 数 窒 《ls countability) 
空间 或 第 一 可 数 空间 . 因 (SG): ie N) 构成 = 的 邻 域 基 故 庶 
量 空 间 为 第 一 可 数 空间 .满足 第 二 可 数 性 的 空间 也 满足 第 一 可 数 
性 . 

对 子 和 的 子 集 8, 若 IntADB,WJER A25 B BJ 455. B 053F36 
BRE19 8 B # X 的 邻 域 基 的 意义 是 明显 的 . 

所 谓 X 的 点 集 {x。: o € A) 是 有 向 点 列 是 指 其 指标 集 4 是 有 
ÉE. 所 谓 *《 X 是 有 向 点 列 {x。} 的 极限 点 是 指 对 于 * 的 任意 邻 
域 了 ,存在 ae 使 frs: P 2 ol 3. 这 时 , 写 做 mxo 一 x*, 称 
为 (zal 收 合 于 x*， 在 本 书 中 , 单 提 到 点 列 时 是 指 4 一 尺 而 言 . 一 


. zt. 


般 地 ， 称 为 列 时 ， 其 指标 集 为 YN 或 Y 的 子 集 . 当 X 为 度量 空间 ， 
A= NN 时 ,在 此 定义 的 极限 概念 显然 和 定义 5.5 是 一 致 的 . 

7.6 命题 对 于 了 空间 X 及 其 子 集 4, 下列 四 个 条 件 是 等 价 
的 . 

(1) xz€ A. 

《2) 对 于 x 的 任意 ( 开 ) 邻 域 , 有 VN 人 4 = 2. 

G) 若 {V。} 为 * 的 邻 域 基 , 则 对 于 任意 ,有 V. n 4 = 5$， 

(4) >* 是 含 于 4 的 有 向 点 列 的 极限 点 . 

证 明 P (1) > G) = (3) 全 《1) 及 (4f) > (3) 是 明显 的 , 故 
证 明 (3) > (4). 设 (V.: ce 4} 为 过 的 邻 域 基 , 在 4 引 人 顺 序 如 
fF. 


a< p ë> PDB 
因 对 于 任意 4, 存在 Y € A 使 FrCFenys， 改 按 此 顺序 4 是 有 
JR. 对 于 各 =, 取 点 teenad, 做 {xe: a € AY, HJ 

Emz, = z. DJ 

7.7 命题 对 于 度量 空间 X ,可 分 性 和 完全 可 分 狂 是 等 价 的 . 

证 明 由 命题 7.2 完全 可 分 的 必 是 可 分 的 ， 反 之 ， 设 X 是 可 
分 的 , 取 稠 密 点 集 {x:}, 若 令 

B={Su(r): i€ N, € N), 
则 容易 看 出 22 是 X 的 基 , 口 

7.8 命题 Hilbert 空间 已 是 完全 可 分 的 . 

延明 ”由 上 述 命题 ,只 需 证 明 妃 的 可 分 性 . 设 9 为 坐标 全 是 
有 有 理 数 而 且 除 有 限 个 坐标 以 外 全 是 零 的 五 的 点 的 全 体 , 则 8 是 已 
的 可 数 稠密 集合 . 

定理 5.6 和 命题 7.8 的 证 明 包 含 了 下 述 事实 、 

7.9 命题 R" 是 完备 且 完 全 可 分 的 度量 空间 . 

7.10 定义 工 空间 X 的 集合 4 在 X 是 蔬 的 《nowhere dense) 
是 指 Int4 一 8 而 言 、 当 X 是 可 数 个 防 集 的 并 时 ， 称 义 为 第 一 类 
《lst category) 集合 。 当 六 非 第 … 类 时 , 称 XX 为 第 二 类 (2nd category) 
集合 . 
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?7.11 定理 (Baire) l ninapas aP 
证 明 设 X 不 是 第 二 类 的 , 今 导出 矛盾 . 令 XX 一 UX, 其 中 
各 Xi 是 醇 的 ， 因 Int, 一 8 ,而 X — X, 非 空 , 故 可 取得 点 mm 
使 EX 一 于 ,确定 0< s, G SG ejn 3l— 攻 。 其 次 因 
SCxi: 61/3) — X, >= 8, 改 可 取得 点 x2s 使 x;€ S(zur s,/3) 一 X,. 
确定 满足 9 < e, < e,/3 的 6s， 使 SG) X, 一 多 继续 如 此 
操作 可 取得 点 列 [z], 正 数列 {8,} 满足 下 列 三 式 ， 
(1) =€ Sxia: ei/3). 
《2) S(z,: s,)DX,= 2. ` 
G) s< Ç ` ` 
由 (1) 和 (3) 对 于 ;<< 户 有 ` 
1.1 四 - 
(4) dG) < 518, /3< et < s; 5) 11/32 ~ s,/2. 
= =: 


r= 
由 《37 知 北 式 的 最 右 端 当 :一 co 时 接近 于 0， 故 íz) 构成 Cauchy 
列 . 于 是 存在 点 * 使 lmx,= z. 由 《4) 式 d(xisx) < s,/2, Ék 
z € SCxy: 81). 由 此 事 与 (2) 式 对 所 有 的 半 有 z; X iy Bz & X 
而 产生 矛盾 . 

7.12 推论 连续 基数 :是 不 可 数 的 ， 

证 明 因 [R|] =c, 车 RR 是 可 数 的 则 会 产生 矛盾 。 设 R 一 
(z, 则 各 点 在 R 中 是 政 的 , 故 玉 是 第 一 类 的 ， 另 方面 , RR 是 完备 
度量 空间 ,由 Baire 定理 7.11, 不 能 是 第 一 类 的 . 口 

7.13 定义 了 空间 X 的 导 集 X' 称 为 x 的 第 一 阶 导 集 ， 一 
般 地 , 设 = 为 任意 序数 , 当 = 有 前 趋 序数 "一 1 时 ; 令 

Ke = (Xe-5y, 
当 “ 是 极限 序数 时 , 令 
Xe = (Ix, g< al, 
则 依 超 限 归纳 法 , 对 任意 “可 以 定义 于 2 这 个 X #R20 X B3 = 
Br. X 必定 到 达 定 值 , 即 有 某 个 “使 X 一 Xe， 

它 的 证 明 ” 取 比 X 的 基数 大 的 基数 ， 璧 如 对 应 215 的 序数 为 

5. 对 于 << 寺 的 任意 字数 &, 设 恒 有 XX 中 守则 可 取得 点 x € 


.23. 


x@ — Xet. JT (x: a<) 是 全 相 异 的 点 集 ， 故 它 的 基数 
是 2， 另 方 面 ,此 集 是 X 的 子 集 , 它 的 基数 不 超过 1Xi, 于 是 产生 
矛盾 . 

这 个 成 为 定 值 的 X 中 称 为 的 核 (kemel)， 核 可 能 是 空 集 ,但 
恒 为 闭 集 . 设 4 为 和 的 子 集 , 4 的 任意 非 空子 集 B , 在 8 的 相对 拓 
扑 下 具有 孤立 点 时 4 称 为 散 集 《scattered sa). 

7.14 定理 工 空间 大 可 表 为 散 集 4 和 完全 集 B 的 不 相交 并 
E. 

证 明 WEB 3 X0E,2 4 = X — B. 因 B 一 8', 故 8 是 完 
全 集 ， 往 证 4 是 散 集 ， 令 8 为 4 的 任意 非 空子 集 ， 由 X2542S 
有 X42>9， 故 由 超 限 归纳 法 对 于 任意 序数 有 KowDdw2 
5 设 一 XW， 对 于 4 的 任意 点 x，zx&Xm 的 7 < 8 是 存在 
的 . 于 是 由 Xm >4m, 有 x 总 4 加 # 4? — Gü s= 6, 此 
式 意 昧 着 5 宇 5', Wk 3 具有 孤立 点 ， 

135 推论 对 于 了 空间 X, 下 述 三 个 条 件 是 等 价 的 。 

(1) 三 是 散 集 , 

(2) 区 的 核 是 空 集 . 

《3) 关 不 含有 非 空 自 密 集 。 

7.16 定理 对 于 度量 空间 (X,4), 包 含 它 做 为 稠密 子 集 的 完 
备 度量 空间 (X*, d*) 存在 , d* 在 * 上 的 限制 和 4 一致 ,，( 它 称 为 
《X,4) 的 完备 化 , 除 拓扑 局 旺 (参考 9.1) 不 计 外 ,完备 化 是 雁 一 的 ,》 

征明 设 沈 为 的 Cauchy 列 全 体 ， 当 [x], U: E x 58 
个 Cauchy 列 时 , 所谓 {xi} ~ {yi} 是 指 (zi yo zao yas * 构成 
Cauchy 列 ， 这 个 关系 是 从 的 等 价 关系 ， 将 多 按 ~ 分 类 得 到 贡 *. 
对 于 X* 的 二 元 寺 , 9， 设 44 为 二 的 代表 元 ,{?8} 为 ?的 代表 元 , 令 

d*(Ë, n) = lima(x;, y). 
显然 好 与 代表 元 的 选 法 无 关 、 再 者 , 因 d* 潢 足 工 离 条 件 , 故 (X*, 
4*) 是 度量 空间 。 用 对 角 线 东 也 可 立即 着 出 它 是 完备 的 ， 若 使 点 
* € XW WET {x，*，………} 所 局 的 等 价 类 nG), 8 
4*GCG2: nG)) = dx y)s zo y EX, 
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故 若 将 z 和 ”Cx) 等 同 看 待 , 则 可 看 做 XCX*， 显然 d" E X LBS 
限制 和 z 一 致 再 者 ,下 在 X* 内 稠密 几乎 是 明显 的 ， 

G (X',2') 为 X 另 外 的 完备 化 ,对 于 x'& X' 若 取 使 Hmxi 一 
* 的 疼 的 点 列 {x,}, 则 它 是 Cauchy 列 , 故 存在 {xi} 所 属 的 等 价 类 
ax)。 这 个 对 应 是 唯一 的 ,是 满足 4'(z, y) = 2*(a(z' 2), n(y')) 
的 X 到 X* 上 的 拓扑 同 旺 映 射 ,) 口 


$8. 分 离 公理 


81 定义 对 于 7 空间 X 考 起 下 述 公理 ， 

T, # zr, € X,z z y, 则 存在 * 的 邻 域 不 售 ? 或 者 存在 7 的 
SORAS z, 

T， 车 *,y € X,z Z y, 则 存在 * 的 邻 域 不 售 ? 辣 时 存在 的 
SR z. 

T, 3 x,y€ X, z z y, WUZ64E x 的 邻 域 了 和 ?的 邻 域 7， 使 
unv = g. 

T， 若 是 XX 的 闭 集 ,而 x* € X — F, 则 存在 * 的 邻 域 口 和 下 
的 邻 域 了 ;使 UV 一 8， 

T, 3 F,H Jx BD 822818 l # F BS SSJRU RH RU 35 
域 了 ,使 7nP = 2. 

T, 六 的 任意 子 空间 满足 T. 

这 些 分 别称 为 To 一 Ts 分 离 公 理 (separation axiom). 满足 
TT, 分 离 公理 的 工 空间 分 别称 为 To 一 7: 空间 、 T, 空间 也 
称 为 Hausdorff 空间 。7; 空间 是 7 空间 ,7T; 空间 是 Te 空间 ， 满 
足 7; 的 T 空 间 称 为 正则 空间 Creguiat space) ,同时 满足 了 ,7, 的 空 
闻 称 为 7, 空间， 满足 T+ 的 了 空间 称 为 正规 宅 闻 《normal space)， 
同时 满足 T,, T, 的 空间 称 为 T, 空间 。 满 足 T, 的 空间 称 为 中 


和 下 述 公理 : 
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任意 点 基 闭 集 
是 等 价 的 , 故 T,, T, 空间 等 等 恒 为 7, 空间 .在 本 书 中 ,第 二 章 以 
后 假设 空间 恒 为 7, 空间 , 因 之 正则 空间 , 正规 空间 等 分 别 意味 车 
T> T, Z [B]. 

考虑 了 空间 的 子 集 4, B, F. 所谓 F 分 离 4，B 是 指 存 在 
满足 下 述 条 件 的 开 集 U,V 而 言 。 

和 一 了 一 UP7，TVnP = @, ACU, BCV. 

这 样 的 严 存 在 对 , 称 为 4;3 是 (由 F) 可 分 离 的 必然 是 闭 集 . 
技 此 用 语 ， T, T, 等 分 别 可 改 述 如 下 。 

T, 相 异 二 点 是 可 分 离 的 . 

T, 点 和 不 合 它 的 闭 集 是 可 分 离 的 。 

将 分 离 公理 按 强 弱 贤 序 排列 如 下 : 
TtT T, + T> T, + T,=>T, 
= T,—= T,= T. I 

各 第 头 的 反 向 不 成 立 的 例子 在 本 书 中 全 给 出 了 ， 但 因 和 需要 尚未 氢 
述 的 概念 , 故 将 在 后 面 随时 叙述 之 ， 一 些 简单 的 例子 可 参考 习题 
LD—1.G. 

82 命题 对 于 了 空间 XX 下 述 性 质 是 等 价 的 。 

O) XE T, 

(2) 若 x*EDU, 且 UD 为 开 的 , 则 存在 开 集 ,使 

z€ ycrcu. 

证 明 (=G) HL#z&X— U, X—UJBJEB 8 OS Jr3: 
V.W,fëzeV,X—UcW,VnW ~ @. 由 VCX— WCU, 
# VC XW = x-—wcU. 

(2)>01) #z& FH F=F,W x€ X— F BX— F EJ 
党， 故 有 开 集 V. 使 >eyC8CX 一 FE. WU — X — V,W U 
是 开 的 , VU — ë B FCU. 

在 此 证 明 中 , 若 将 点 换 为 闭 集 , 则 得 到 结果 如 下 。 

83 命题 对 于 了 空间 X 下 述 性 质 是 等 价 的 . 

G) 外 满足 T... 
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(2) # FCU, F 是 闭 的 , 口 是 开 的 ， 则 有 开 集 六 存在 , 使 
FCPFCTF7CT. 

84 定义 7 空间 & 的 集合 4, B 是 隔离 的 ,是 指 4NM8 一 
A 人 一 $ 而 言 . 

85 命题 对 于 了 空间 X 下 述 性 质 是 等 价 的 。 

GO) X38m 7, 

《2) ”隔离 的 集合 是 可 分 离 的 . 

证 明 (1) 之 (2) 设 R,E 为 隔离 的 集合 ， 

A= x — FrnH, 

则 4 为 开 的 . 若 令 F. = FA, B = HA, W F, H, = @, E. 
Fis Hi 在 4 中 是 闭 的 . 因 4 满足 Ti, 在 4 存在 相对 开 集 U V, 使 
FiCUVU, ECPF,VnP = @. 但 由 命题 6.2, U,V 在 全 空间 是 开 
的 ;由 FN 一 FN 一 @,# FUHCA., ñH FCF, HCH, 
有 FcU, HEV. 

(2)>(1) 设 4 为 X 的 子 空间 , 在 4 取 胡 对 闭 且 不 相交 的 集 
& F.H. 因 F 一 FN4,H 一 日 N4, 故 FNH=FNH=%, 于 
是 在 全 空间 有 开 集 U,V 存在 ,使 FCU,， HCV,，UNV = @, # 
UU 一 UNA4，V, 一 V 站 4， 则 由 命题 62, U,, V, 是 相对 开 的 且 
FCU,, HEV UNV,= %@. 
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91 定义 设 给 与 空间 X,Y 则 的 映射 X Y. WWE 
下 述 条 件 时 ,了 称 为 连续 的 

G) 对 于 Y 的 任 一 开 集 U,f《U) 在 X 是 开 集 . 

这 个 条 件 和 下 述 条 件 等 价 

(2) 了 的 任意 于 集 的 项 象 在 X 中 是 闭 集 - 

由 此 定义 知 , 连续 映射 的 复合 映射 还 是 壹 续 的 。 当 X 的 任意 
开 集 的 象 在 y 中 是 开 集 时 ， 称 P 为 开 昧 庄 。 而 的 任意 闭 集 的 象 
在 Y 中 是 疗 集 时 称 f 为 闭 映 射 。 当 了 是 到 上 的 一 一 映射 ， ff! 部 
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连续 时 , 1 称 为 拓扑 周 踪 映射 (homeomorphic mapping) BUETPBk 
射 《topological mapping), 称 X 拓 补 间 中 于 Y 或 同 胚 , 写 做 X = Y, 
心 是 等 价 关系 ， 当 XY 时 ，X 和 YY 可 看 做 是 拓 补 相同 的 。 由 
f:X 一 Y，X 心 fX) 时 ,f 称 为 说 入 Gmbedding), SX EA Y 
中 .包含 映射 是 嵌 人 的 例子 。 对 于 给 与 的 空间 X， 寻 求 适当 的 空 
间 Y 了 ,向 Y 中 嵌入 的 课题 是 拓扑 空间 论 里 重要 课题 ,在 本 书 中 接 独 
它 的 地 方 也 较 多 . 

由 到 Y 的 连续 映射 全 体 写 做 CC(X,Y) 或 Y*， 用 C*(X,R) 
表示 X 上 实 值 有 界 连续 函数 全 体 。 C(X, R) 的 元 素 通常 称 为 函 
数 ，C(X, R), C*(X, R) 也 简单 的 写 做 c(X), C*(xX). 

92 命题 关于 f:X 一 7 下列 性 质 是 等 价 的 . 

(1) 了 是 连续 的 。 

(2》 对 于 任意 4CX, 有 长 了)CXL7， 

G) 对 于 任意 xe X:f(s) 的 任意 (并) 邻 域 口 ,存在 x 的 ( 开 )》 
SR 7, 使 VCD 

证 明 (D=() 4Cf(K47)。 因 右 端 是 闭 的 , 故 4C 
站 (1A)), 于 是 KA)CRAD. 

(2)>(1) 设 F 为 7 的 闭 集 , 由 

HFEFDCHI (FI CE = F, 
有 六 CF)CIKF), 故 广 (F) 是 闭 的 ; 即 f 是 连续 的 . 

(D>(3) 取 fCx) 的 ( 开 ) 邻 域 品 , 则 7 一 人 (D0) 是 x* 的 ( 开 ) 
邻 域 , 而 KV)CU, 

(3)>(1) 设 为 7 的 开 集 ,对 于 六 (DU) 的 任意 点 *, 可 取得 
它 的 开 邻 域 V(x), 使 1(V(x))cU. 令 

v= UÍVGD: Ef (U0), 
则 了 是 X 的 开 集 卫 V = 六 《0). 

当 X,Y 都 是 度量 空间 时 ,(3) 相 当 于 所 谓 68 法 如 下 : 

93 推论 当 X,Y 是 度量 空间 时 ,关于 j:X~> 了 ,下列 性 质 
是 等 价 的 ， 

(1) fB, 
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Q) 对 于 任意 点 xE XX,1(x) 的 任意 8- 邻 域 SsCJ(x)), 存 在 * 
的 5 邻 域 5,C%), 使 1(SeCx))CSC4Cx))。 

应 用 (2) 容 易 看 出 下 述 事实 . 

94 命题 设 X 为 T 空 间 ,f, gE C(X), r. r€ R, 下列 性 质 
是 成 立 的 ， 

(1) sf + sg € C(X). 

(2) min(f, g) € CCX), 

(3) max(f, g) € C(X). 

(4) f#g€ CCX). 

(5) 若 glx) = 0(z€ X)MW fg€ c(X). 

95 定义 对 于 f, ze CC(X), 若 

d(f, g) = sup{ lf(x) — gG): z € XY, 

则 2 RO RER GIR48 xi CCX) 中 的 消 数 列 {f}, 当 ii> co i — 
co 时 , 若 dj; f) 一 0, 则 称 生 ) 为 一 致 收 伊 列 ， 对 于 fE CCX), 当 
i— oo 时 ,有 a(f;, I) > 0 时 , 称 ( 则 一 臻 收 化 于 了 ， 容易 看 出 在 
C*X) 上 这 个 4 是 距离 . 

96 命题 若 {j} 是 CCX) 中 一 致 收敛 列 , 则 存在 CCX) 的 
元 素 轧 使 { 休 一致 收 倒 于 直 

证 级 由 f(x) 一 Emf&da) 定义 f.X— R， 为 了 说 明 f 是 连 
续 的 , 取 任意 s > 0 和 任意 +& XX， 确 定 避 使 

GQ) í2 m= |f@G) — fl) | < /3, 
确定 4 使 

Q) in yEXS I) — FN) < a/3. 
k k = max{m, 1, 确 定 * 的 开 邻 域 口 ,使 

(3) y€ U = |hG) — fl)! < 873, 
由 (1),(2),《3), 有 

(4) í2k, y€U = I -HO < |#G) — 9) + 
[BO — BG) | + |G) 一 Ke < e/3 + s/3 + 8/3 = s, 
在 此 , 车 i ->00, 则 

(5) y€ U = ly) —1G| < e. 
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Ë 1 是 连续 的 ，imeGh 力 一 0 几乎 是 明显 的 ， 口 

97 推论 c*(X) 是 完备 度量 空间 . 

当 Y 是 一 般 的 度量 空间 时 也 同样 ,对 属于 C(X, Y) 的 映射 列 
可 导 人 一 致 收敛 的 概念 ,车 Y 是 完备 的 , 则 可 同样 定义 极限 映 篆 ， 
命题 9.6 也 可 如 下 和 叙述 为 一 般 形式 ， 

98 定理 ”车 Y 为 完备 度量 空间 :, 则 CC(X,Y) 的 一 致 收敛 列 
收敛 于 CCX, Y) 的 元 素 , 且 车 有 界 ; 即 着 <(Y) < o Bj, MU 
C(X,Y) 是 完备 度 最 空间 . 

99 ”定理 《Urysobn) 对 于 了 空间 X 下 列 性 质 是 等 价 的 . 

(1) X 满 足 T,. 

(2) 车, 五 为 X 的 不 相交 闭 集 , 则 存在 re CC(X,1), 使 当 
z£ F, fG) = 0,35 z € H,J| Ga) = 1. 

证 明 (Q2)=>(1) 若 U = (x€ X:JGO < 1/2),V = (z € X: 
fw) > 11/28 UV 是 开 的 且 FCU,HCV,UñV — G, 

《1 一 (2) 先 取 开 集 G(1/2), 使 

FCG(1/2)CClG(1/2)C:X — H. 

再 取 开 集 GG/22), G(3/22) ,使 
FCG(1/2)CC1lG(1/2)CG(1/2D, 
C1lG(1/2)C G(3/22)CC1G(3/2)C X — H, 

如 此 继续 做 ,做 成 开 集 族 

GG), A if2i, i= ls i, = 1.2... 
3 2 < pg， 则 有 
FCGGD)CCIGQ)C G(aA)CCIG(aDCX — R, 
令 G 一 UGGD) ,由 
fx) = inf{4:r € GOON)Y, r€ G, 
fe)= 1, rEX—G 

定义 的 f:X-> 1 即 为 所 求 .这 个 1 在 EF 上 为 0, 在 日 上 为 1, 为 了 

证 明了 的 连续 性 , 取 任意 s > 0, 

车 fo] — 0, 2 2 < 8 85 1, GQ) E x ISR H. 

G) y€ GG) =|/G@)—10)] << e. 
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#fG@e)= 1. RR u>l—s hu, MJ X — C1G(a) 为 * 的 令 
域 , 且 

(4) y€ X —ClG(a) YI) —JG)| <1— a <s. 

若 0 < JG) < 1: 取 ?Pr 满足 JG) — s < <JG) <, < 
IG) 十 eE。 这 时 G(a) 一 CIGG2) 是 * 的 邻 域 , 且 

(5) yc G(a)-— OGD > IH) — f(| < e. 

电 (3),《4),(5) f 是 连续 的 . 

在 此 定理 中 , 以 任意 闭 区 间 [a , 2] 代替 7， 定理 也 成 立 ， 因 
To~ [a, 6]. 

910 定义 、 设 给 与 7 空间 叉 ,，Y 及 X 的 子 集 58。 所 谓 g8 是 
fe c(s, Y) 的 扩张 是 指 ge CCX,Y), 使 815 一 1， 当 f 具 有 扩张 
时 ,7 称 为 可 扩张 到 X 上 . 

9.11 定理 《Tietze 扩张 定理 ) 对 于 7 空间 ,下 列 三 个 条 
件 是 等 价 的 . 

(1) XX 满足 T. 

(2) XxX 的 出 集 F 上 的 有 界 过 续 函数 f 可 扩张 为 X 上 的 有 界 
连续 函数 ， 

(3) XxX 的 闭 集 F 上 的 连续 函数 了 可 扩张 到 X 上 。 

证 明 (>G) 取 实 数 4, 使 |1| < a， 若 令 

H = (z€ F;JG) < —af3}, 
K = (x€ F:|(z) 2 a/31, 
MJ HO K— G B H, K #EX h EE HE. xF k WEF Ste 
Urysohn 定理 9.9, 有 g € CC(X), 使 
pG) = —a/3 G € H), aG) = a/3 (z € K), lg| <a/3. 
这 时 


2 glF) < (2/3)a, lal < G/32a. 
其 次 将 0, )8&2 (如 一 了 一 8 了 《273)4), 重 复 这 个 做 法 ， 
有 名 EC(X), 使 
4(f, gl F) < 273)a, || < G /32)a. 
再 继续 这 个 做 法 ,有 fc CCF), g € C(X),i € N, 满足 下 列 三 个 
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条 件 ,其 中 令 有 二 了 

(4) p=f— s|F. 

G) af gi|F) < Q /3ya, 

(6) l|g| < (1/3)(2/3)"e < Q/3)'a, 
# 

r > go 

则 此 式 的 右 端 根据 《6) 是 一 致 收敛 的 , 故 由 命题 9.6，g € C*(X). 
取 任意 z € F， 由 (5), |+, GO 一 g(x)| < G/3)a. Hak s 
(6), 2g((G) R stik, 2f,G) # F Ejja akay. 
于 是 若 变动 ji(*) 一 2;z, (z) 的 顺序 并 考虑 到 (4), 则 有 


了 LG) — 21 z,G) = 21 GG) 一 ea) = > je. 


520 


堵 有 IG) 一 Me = Š) gCe) = zG) E #| F = 1 


(C2) 过 (3) 设 p 为 R 到 开 区 间 《 一 1,1) 上 的 保 序 拓扑 间 胚 映 
射 ,对 于 fe C(F), $ h(z) — pljCx)), 则 he C*(F), 设 此 的 
扩张 为 Re C*XX)， 车 令 
K= (z€ X:kGD 21 82 kG) < 一 1}, 
出 六 是 区 的 闭 集 且 Rn 天 一 名. # p 是 在 F 上 为 1 在 K 上 为 0 的 
函数 , 则 pe C*CFUK)。， 这 个 的 扩张 设 为 gE CX《X). 若 有 必 
要 可 考虑 


max{min{g, 1}, 0), 
故 不 失 一 般 性 ,不 防 设 gE CC(X,1)， 若 令 gCx) = XC*) .glx), 则 
g€ C(X,(—1, 1)B z| F = 4, # r(z) = p 《g(x)), 则 
r€ C(X), r|F = f. 
G)>(1) 在 定理 9.9 的 证 明 前 半 部 分 中 ,实质 已 经 证 明 . 口 
根据 上 述 证 明 , 保 证 了 本 定理 之 (2) 可 以 换言之 如 下 . 
对 于 和 的 闵 集 合 F,fe C(F ,7) 共有 扩张 ge c(X. ID. 
Tiectze 扩张 定理 如 果 着 眼 于 定义 域 , 则 给 与 了 .7 的 特征 , 如 
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果 着 限于 值 域 , 则 表现 了 了 及 RR 的 重要 拓扑 性 质 ， 议 多 为 某 了 空 
间 构 成 的 类 ,所 调 Y 对 于 多 是 扩张 子 《extensor) 是 指 对 于 属于 儿 
的 任意 空 阐 X, X 的 任意 闭 集 F, 任意 je C(F, Y), f g€ C(X, 
Y) 存 在 ,使 g1F — f， 这 样 的 了 所 有 的 类 写 做 ESC 儿 )， 入 据 这 个 
写法 Tietze 扩张 定理 可 表现 如 下 . 

L, R€ ES(TO. 

ES 多) 和 收缩 核 理论 有 深刻 的 关系 ， 将 在 第 六 章 中 详细 叙 
ë, 

912 定义 设 4 为 工 空间 X 的 子 集 ， 当 4 为 可 数 个 开 集 的 
交集 时 ， 称 4 为 G, 集 ， 当 4 为 可 数 个 闭 案 的 并 集 时 ， 称 4 为 F。 
集 . 对 某 个 1 CCX》， 

4 = (z € X. JG) = 0) 
时 , 称 4 为 等 集 《zero sc)， 对 基 个 g€ C(X) 

A={s€X:gCr) 2 0) 
时 , 称 4 为 补 备 案 《〈cozero set)， 这 个 定义 中 的 C(X), 用 c*(x) 
置换 亦 可 .关于 零 集 和 补 零 集 的 简单 性 质 可 参考 习题 1， L. 

913 命题 对 于 7, 空间 X 的 子 集 F, 下 殉 性 质 是 等 价 的 . 

(1) 是 闭 旦 Ce 集 . 

G) FEZ##£. 

证 明 (1)=>(2) 设 F = nG,, G, 是 开 集 ， 由 Urysohn 定 
理 9.9, 有 f€ C(X,1) 存在 ,满足 

f(x) — 0, z€ F, 
BGD) = 1, z€ X 一 Ci 
车 令 f= Bf/2', 则 je C(X) B F = {rEX:fx) = 0). 

GQ)>G(D & F = (x€ X:JG) = 0), f€ CGX). 显然 F 是 

BE. 因 


F= [Y (z€ X; 1/G9] < 1⁄3), 


i=1 


故 F 也 是 G, #, 
9.14 命题 # F, 妃 为 了 空间 X 的 不 相交 零 集 ， 则 有 某 个 


3 


g€ C(X,ID f F = (z€ X:gG) = 0],H = (z€ X; gG) = 15. 

证 明 HE f,he c(X,I), Ü F = (z; JG) = 0), H = (z; 
AG) = 0]. 令 8 一 HG 二 人 ,此 8 即 为 所 求 , 口 

945 定义 对 于 了 空间 X 考 虑 下 述 Te 分离 公 理 。 

T 满足 T, 且 任 意 闭 集 是 Gs 集 . 

满足 Ts 的 空间 称 为 完全 正规 空间 〈perfectly normal). 满足 
T, fa Ts BJ22 B] B 25 T, EB. 在 第 二 章 以 后 所 有 的 空间 都 假设 
为 7 的 , 故 二 者 无 区 别 ， 

由 命题 9.13 和 9.14 立即 得 到 下 列 两 个 命题 . 

96 命题 了 空间 X 是 完全 正规 的 充 要 条 件 是 X 的 任意 闭 
集 是 零 集 . 

9.17 命题 7 空间 X 是 7s 空间 的 充 要 条 件 是 X 的 任意 闭 
集 是 零 集 , 

9.18 定义 ”车 全 空间 具有 性 质 P, 则 其 任意 子 空间 也 具有 性 
质 ? 时 , 称 ? 为 继承 的 性 奢 或 继承 性 .给 与 子 空 间 以 限制 ,例如 任 
意 闭 , 开 ,F。，Gs 集 具有 性 质 P 时 ,分 别称 为 P 在 闭 , 开 ,Fs,G; 集 上 
是 继承 的 ， 

其 中 任意 闭 集 是 零 集 的 性 质 是 继承 狂 , 帮 下 述 命题 是 显然 的 。 

919 命题 Ts 空间 是 7 了; 空间， 完全 正规 空间 是 继承 的 正 
规 空间 . 

920 定义 已 给 予 了 空间 X, 所 调 BC2x 是 X 的 覆盖 
(covering) 是 指 UM* 一 XX 而 言 ， 由 开 集 组 成 的 窗 盖 称 为 开 覆 盖 . 
闭 窗 盖 , 补 零 钵 盖 等 术语 也 是 自明 的 。 当 QB 为 覆盖 时 ,所 谓 子 种 
盖 是 指 %YC 人 目 Y* 一 X 而 言 。 任意 开 覆 盖 具 有 有 限 或 可 数 子 
材 盖 的 工 空间 分 别称 为 紧 空 间 (compact space) 或 Lindelof 空间 。 
显然 紧 性 以 及 Lindalst 性 对 于 闭 集 是 继承 的 ， 紧 性 在 拓扑 空间 还 
论 中 是 最 重要 的 概念 之 一 ,贯穿 本 节 将 对 它 做 详细 讨论 . 

921 命题 Linddaf 正则 空间 是 正规 的 . 

证 明 设 F, H 25 XN 4AB3EH E. 对 于 的 各 点 * 取 其 开 
ER U GO 使 UG) NH — @, 同样 地 对 于 五 的 各 点 Y 取 其 开 镶 
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域 Vty) 使 VO)NF ~ @. 因 F 是 Lindaóf 的 ， 故 有 FCU 
IG) e N), 同样 地 ,有 HCU{VCy):ie NI. 车 令 
u ~ UU (Ü (ce - UYG5)) 


i=2 í< 


v= U(r - UJG), 
= je 
则 它们 是 开 的 且 FSU，HCV、 为 了 说 明 VNV = 2, W£ A 
z€UñnV. 取 i 使 sEV(y) — UGOU:-:UDG), B z€ Ú 
#C8 < 5 存在 , 合 
2EM(D 一 TOJU…UF7GODU…U Vy) 

#k = & V(y) 发 生 矛 盾 . 

9.22 定理 紧 7 了 ,空间 X 是 正规 的 ， 

征明 ”由 命题 9.21, 说 明 X 满 足 T, 就 已 足够 ， 设 .& F ËH F 
是 闭 的 。 对 于 F 的 各 点 y， 取 其 开 邻 域 U(y) ,使 x*&UC)。 因 
FC[UG():y € F), ##E FCUCyYDU…UU(y。)。 荐 令 U= 
UGOU- UU), MÜ z& D. 

由 这 个 证 明 方法 立即 得 到 下 述 定理 。 

923 ”定理 7, 空间 的 紧 子 集 是 闭 的 . 

9.24 例 设 X 是 线性 序 集 。 在 X 的 两 端 添加 最 小 元 、 最 大 
元 后 , 设 所 得 的 集 为 了 , 令 

ar = [((a,b)— [ye Y:a yb}:a Lb, a, b€ Y). 
以 和 1X 为 基 在 xX 导 人 拓扑 (由 命题 4.6 这 是 可 能 的 ) , 称 之 为 区 
IE. ZX 称 为 区 间 基 , 它 的 元 毒 称 为 开 区 闻 ， 闭 区 闻 [a2] 
的 意义 也 是 自明 的 ， 由 区 间 拓 扑 立即 看 出 线性 序 集 恒 为 T, 空间 。 
在 序数 不 超过 或 较 “小 的 序数 全 体 上 有 导 人 区 阅 拓扑 ， 分 别 记 作 
[0, a] X [0, 2). 

(1) [0, a] 是 紧 的 . 

证 明 只 项 说 明 开 区 间 材 盖 Y 具有 有 限 子 覆盖 即 可 . 在 区 
的 元 素 中 含 = 者 设 为 凡 ， 它 的 左 端 设 为 m， 在 % 的 元 素 中 含 om 
者 设 为 V, 它 的 左 端 设 为 m。 如 此 下 去 做 成 序列 ,02，,…， 必 经 
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有 限 次 操作 达到 0。 否则 , a > ow > … 的 可 数 无 限 列 含 于 10,a] 
中 ,与 序数 集 是 良 序 集 相 了 矛盾 

G) 设 4 为 [0,e) 的 零 集 , 则 4 或 4 的 补 集 必 定 是 等 终 的 ， 

证 明 若 否定 此 命题 , 则 有 零 集 4 存在 ,使 4 及 [0,m) 一 4 
都 是 共 必 的， 若 参 考 命题 9.13 的 证 明 , 则 补 零 集 是 F, 的 , 故 可 写 
为 [0 ol) 一 4 = UFi, 其 中 各 Fi 是 闭 的 . 4 F 非 共 尾 , Mj 
supF; < ws 于 是 sup supFi < :与 [0,o) — 4 是 共 尾 的 矛盾 . 
故 对 某 个 a, F* 是 共 尾 的 ， 于 是 存在 列 

s < <a <Ë, <: w€ A, B, € Fa, 

3 supa 一 as* 则 a € F, 门 4 ,发 生 矛 盾 , 

G) [0,oi) 是 正规 的 . 

证 明 取 FOH = 名 的 闭 集 F,H、 若 在 上 述 证 明 中 将 《4， 
F,) HER 29 (F, H) 组 , 则 FF, 矿 不 能 都 是 共 尾 的 , 故 没 F 是 非 共 尾 
的 ; 取 使 FC[0,a] 的 “<<oi.[0,c] 是 际 子 空间 ,由 (1) 是 紧 T, BJ, 
于 是 由 定理 9.22 是 正规 的 。 取 开 集 0,，V, 使 FCV, HNI0， 
a]CV,UNV = ,UUVCLO,e], 若 令 W — V U (eso,)s 则 WW 
是 开 集 且 HCW, UNW = 多 . 11 

《4) 【0, @) 不 是 完全 正规 的 . 

证 明 ”车 设 F 为 [0, w) 中 的 极限 数 全 体 ， 则 是 闭 集 ，F， 
10, o) — F 都 是 共 尾 的 , 故 由 《2) BR 不 是 零 集 ， 故 由 命题 9.16， 
[0, o) 不 是 完全 正规 的 . 

G) [0, to,) 上 连续 函数 了 是 有 界 的 . 

证 明 车 f 无 界 , 则 存在 os om, … < a fË|Kei)] > š. 车 
supa; 一 B, 则 + 在 8 的 连续 性 不 成 立 , 1 

(6) 对 于 [0,oD) 上 的 连续 函数 妃 存 在 c < o, 对 于 < 8< 
om 的 任意 6, 有 fo) = (0). 

证 明 由 (5) f 是 有 界 的 ， 故 存在 正 数 4, 使 | < a, 设 了 的 
图 象 为 G， 

G(a) = GN [es on X [—a, 8])> a < ax, 

# 4 = (a: Ja) 2 0F,Wl#i (2) 4 或 [0,w1) 一 4 是 等 终 的 , 即 有 
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e 存在 ,下 列 性 质 之 一 必须 成 立 . 

Gla) CE[m, a.) X [—a, 0], G(aOCS [e o) x [0, a], 
用 二 分 法 将 此 作法 反复 运用 ,可 取得 点 列 {oa}, 闭 区 间 列 {7,}, 满 
E 

G(a;)C-[e;, o) X L, TDTins 4(1) — 0, 

n 1983 b. Vk supa; = o, 则 有 a 委 8 >= (a) = /(0) = 
5, Ú] 

《7) 了 是 紧 的 。 

证 明 因 工 是 完全 可 分 的 , 故 了 是 Lindelsf 的 . 从 而 了 的 任 
意 开 覆 六 2U 具有 可 数 子 覆盖 {0,}。 对 任意 i， 车 了 一 DU 
U 了 夫人 六, 则 从 上 这 不 等 式 的 堪 端 可 取得 点 交 ， 用 二 分 法 容易 看 
Hz) z. 若 4 = [zi 22 iy R) A, GU,U-: UU;)= 
é. z€ n3,,8#a& U) (D,U::: UU) 一 1 发 生 矛盾 . 于 是 {U,} 
具有 有 限 子 履 盖 , 它 也 是 和 的 有 限 子 覆盖 . 口 

925 命题 紧 度 量 空间 X 是 完备 的 . 

证 明 设 {z 为 Cauchy 列 . 若 X 的 各 点 * 非 极 限 点 , 则 存在 
开 邻 域 U(x) 使 {z} 一 U(x) 是 等 终 的 ， 若 {U4),"…" ,Uxm)} 为 
{U(x) :x € X10948 RT 326 , I 

Íz) — UGDU UUG(x,) = (z,) — X = @ 

为 等 终 , 矛 盾 . 口 


$10. 连 通 性 


101 定义 7 空间 Xx 的 相 异 二 点 用 空 集 必 不 能 分 离 时 称 为 
连通 的 《comnectedt)。 连 通 与 下 述 二 条 件 的 每 一 个 都 是 等 价 的 。 
GQ) Were pasara. 
(2) 不 存在 开 信 Us 卫 使 UUV X,UnyT9,U Z 2, 


v = @. c 
不 是 连通 的 大 称 为 不 连通 的 《disconnected)， 食 z 的 连通 集 的 
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最 大 者 称 为 点 x B92E3882y2E (connected component)。 各 连通 分 支 
是 一 点 的 空间 称 为 全 断 的 totally disconnecied)。， 对 于 任意 点 * 及 
Cloeally comnected)。 也 称 为 在 在 任意 小 的 连通 邻 域 ， 的 T, Sk 
象 称 为 弧 Gae) 或 Peno 曲线 ， 当 1 为 到 4 上 的 连续 映射 时 ， 
10),f(1) 分 别称 为 弧 4 的 始点 ,终点 ， 两 省 部 称 为 端点 ， 了 到 xX 的 
connected)、 下 述 关于 Paano 曲线 的 事实 是 已 知 的 。 — 

紧 、 可 度量 化 空间 是 Paano 曲线 的 充 要 条 件 是 该 空间 是 连 甫 
且 局 部 连通 的 . 

本 定理 被 Hahn-Mazurkiewicz 证 有 明了. 

102 命题 (1) 连通 空间 的 连续 象 是 连通 的 。 

(2) 弧 状 连 肖 空间 的 连续 象 是 弧 尖 连通 的 。 

G) 缴 状 连通 空间 是 连通 的 , 

征明 (1) 设 有 连续 映射 J:X YK), 而 Y 是 不 连通 
的 ,网 了 存在 既 开 且 闭 的 真子 集 4 = 6 TE PPC) > Z 是 X 的 
弃 开 且 闭 的 真子 集 , 故 xX 不 能 是 连通 的 

(2) 设 p,4 为 上 述 Y 的 任意 二 点 , 取 a ef"(p),b e114) 
的 点 a，5, 设 4 为 以 a, b 为 端点 的 驱 , 若 z; 1 — 4 为 定义 4 的 映 
#b LC) 为 以 2,4 为 端点 的 驱 。 原因 是 z: 1— KA) 定义 了 以 
ps q 为 端点 的 驱 。 

G) BL IE3S3809, 由 (1) 驱 状 连 通 空间 的 任意 二 点 a,5 被 
含 在 连通 集 4 中 ,此 二 点 在 X 中 着 可 由 空 集 分 离 ， 则 在 子 空间 4 
中 a,6 可 由 空 集 分 离 , 发 生 矛 盾 . 

G) 其 逆 不 成 立 , 关 于 它 参看 习题 1. L. 

103 命题“ 工 空间 的 子 集 4 若 为 连通 的 , 则 了 也 是 连通 的 。 

证 明 23 EBE HRSEZ3E B @ , 取 X 的 开 集 U, 
V 使 B=UNA4,4 一 B= VNA. 因 UNA4A¥ GB 有 VNA* @, 
# UQA = BDA ë BVñA = A— B = é .这 表示 BNM4 
Z AGAR B343F89 3848 ,否定 了 4 的 连通 性 ， 口 
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104 命题 7 空间 区 的 于 集 族 {4}, 对 任意 2, AQ 44 关 
%, B £ 44 是 连通 的 , 则 4 一 U 4 是 连通 的 。 

:证明 ” 夏 4 不 是 逐 通 的 , 则 有 4— BUC, B = @,C = @, 
BNC 一 %, B, C 皆 为 4 的 开 集 ， 对 于 各 1，4 一 (4 站 B)U 
(A CE 4 是 直通 的 , 故 必须 有 4:CB 或 如 CC 改 

B= UlAi:ACB}, C = U[Ai: ACC). 
因 B = 2,C 关 久 ;者 有 4 使 4CB,4CC。 于 是 A,DA, => 
多 发生 矛盾 . 

10.5 定理 对 于 7 空间 Xx 的 各 点 *， 它 的 连通 分 支 是 存在 

的 , 且 是 闭 的 g 人 
E (41292 x 的 所 有 连通 集 族 , 则 它 满足 命题 10.4 的 

条 件 ， 若 令 4 一 U4i， 则 4 是 含 * 的 连通 集 的 最 大 者 对 某 个 

A, A= (z), & A= @, HE 10.3, 志 也 是 连通 的 , 改 有 产 使 

A= 4。 改 4C4, 从 而 4 是 闭 的 . 

由 此 定理 及 命题 10.4, T 空间 训 唯 一 的 分 解 为 连通 分 支 , 而 各 
连通 分 支 是 等 价 类 ， — 

与 Euclid 空间 R°: 的 原点 (0，……,0) 距离 为 1 的 所 有 点 的 
集合 以 5" 表示 之 , 称 为 维 球面 《na-sphere)。 和 中 拓扑 间 耳 者 
称 为 Jordan 曲线 .下 述 定理 是 有 名 的 . 

Jordan 曲线 定理 ,平面 R 上 若 有 Jordan 曲线 J， 则 有 开 集 
U,V 存在 ,使 RI 一 J= UUJV,UNV = @ ,BryU = BryV = J. 

本 定理 的 证 明 是 困难 的 , 申 于 许多 数学 家 的 参加 ,到 现在 已 取 
得 了 完全 的 证 明 .。 在 平面 上 有 不 相交 的 三 个 以 上 的 开 集 ， 具有 共 
辣 的 边界 ,也 是 有 名 的 事实 . 

106 例 将 1 三 等 分 , 设 左 侧 闭 区 间 为 ICG) = [90, 1/3]， 
右 侧 闭 区 间 为 1(1) 一 [2/3, 11. 将 1(0) 三 等 分 , 设 左右 的 闭 区 
间 分 别 为 1(0, 0), 1(0, 1)。 继 续 如 此 操作 ,得 到 闭 区 间 系 

I(8-::8,), Bi = 0,1, n= 1,2,.°°, 
I(8,:::8,)Ə1(8, "8 bor) 
UC = 1/3", 
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这 个 系 称 为 Souslin 系 . 令 
C= UN 8 ):n = 1,2,..°}:6; = 0, 1}, 
称 之 为 Cantor 集 . 是 C 的 点 且 为 1(8,…*6。) 的 端点 的 点 集 称 为 
C 的 端点 集 用 了 表示 之 .显然 了 是 可 数 的 ， 若 (61.……84) 的 左 、 
右 端点 分 别 为 交 5 8)，4(5 5o)， 则 
PCB 8.) = (IG: 8... Bs): dott 
=... =, = 0, m 2 n), 
g(a:-:8,) = MN {TB 8, Bm): On 
Bn = 1l.m > nl. 


著 导 人 记号 
x(862 °°) = DG. 68s):n — 1.2...) 
则 有 
p(B 64) 一 x(3 ' 8,00--.), 
4(8,:::8,) — x 8,11...) 
GQ) Icl|=c. 
证 明 108.8, ..):8, = 0, 1] = X,#8 g: X — C B 
(8 02° °°)) = x02 ) 

定义 , 则 9 是 一 一 对 应 ; 故 1C1 一 XI 一 2% =c, D 

(2) “是 紧 的 . 

证 明 因 C ~ niUK5 8.6 = 0,1}:n = 1.2... .), 
故 C 为 了 的 闭 案 ,由 例 9.24 2 (2), 了 是 紧 的 ，C 为 其 闭 集 是 紧 
的 , 口 

G) C#2D RB THEEBI Re, 

(4) 5 是 全 断 的 ， 

证 明 相 异 二 点 全 可 用 空 集 分 离 

10.7 定义 当 7 空 间 X 是 空 集 时 且 仅 限于 此 时 称 它 的 小 归 
纳 维 数 及 大 归纳 维 数 是 一 1， 分 别 表示 为 indX 一 一 1，IndX = 
一 1， 非 空 的 TT 空间 X 满 足下 列 条 件 (1) 时 称 其 小 归纳 维 数 是 零 、 
写 做 indX = 0. 

GQ) 任 写 点 和 它 不 相交 的 闭 集 可 用 空 集 分 离 。 
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indX < 0 和 XX 具有 由 既 开 且 闭 集 构 成 的 基 是 等 价 的 .indX 一 0 
的 空间 必 满 足 T. 

非 空 的 了 空间 X 满 足下 列 条 件 (2? 时 称 其 大 归纳 维 数 是 零 , 写 
#& IndX = 0, 

(2) 不 相交 的 闭 集 对 可 用 空 集 分 离 。 

IndX = 0 的 空间 必 满 足 了 4。 

108 引 理 玫 紧 7, 空间 X 的 点 z。 设 4 为 和 * 用 空 集 分 
离 不 了 的 点 全 体 构成 的 集 , 则 下 述 性 质 成 立 . 

G) 若 yEX= 4 刚 y 具有 和 4 不 相交 的 既 开 且 闭 邻 域 。 

Q) 4 是 * 的 连通 分 支 ， 

证 明 《1)》 由 4 的 定义 存在 ”的 既 开 且 闭 的 邻 域 U, 使 
xz&U. 若 UN4 = 8B， 则 zsEUN4 的 点 和 * 可 用 空 集 分 离 ， 故 
una- g. 

(2) z€ 4 是 明显 的 ， 由 (1) 只 需 说 明 4 是 连通 的 ， 设 4 不 
是 连通 的 ,由 (1) 将 4 看 做 是 闭 的 , 则 存在 闭 集 B,C , Ë 

A=BUC, BRC = @,x€ B,C @. 
由 定理 9.22, 紧 T, 空间 是 正规 的 , 故 存在 和 的 开 集 V , Ë 
VñnA= B, ByyV Y A = @. 
由 (1) BryV 的 名 点 具有 和 4 不 相交 的 既 开 且 闭 的 邻 域 ,而 Bryy 是 
紧 的 , 故 存在 满足 


BryVCW,W DA 一世 
B3BET EB w. G= V — W. BW EB, # G E: Je 
的 . XIN G 可 写 做 G — V n (X 一 W), 故 作为 闭 集 的 交 ,G 是 闭 
集 . BUR CAD Rz 可 用 空 集 区 一 G 分 离 ; 发 生 矛盾 . 
109 引 理 紧 T, 空间 X 是 indX < 0 的 充 要 条 件 是 max < 


0, 

证 明 ”充分 性 是 明显 的 ,说 明 必要 性 。 设 F,H 为 不 相交 的 闭 
集 , 对 下 的 各 点 * 取 既 开 且 闭 的 领域 Vs) ,使 Fe 站 如 一 邓 . 因 
了 是 紧 的 ， 故 有 V(zD)U UV(Cxs) 二 FF， 左 端 是 既 开 且 闭 的 和 
五 不 相交 . [Ü] 
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1010 定理 xX26280939 T, 空间 , 则 IndX < 0. 

证 明 由 引 理 10.9 只 需 说 明 indgX 委 0， 设 zx 六 PE R FE 
BHS. 由 引 理 10.8 了 的 各 点 > 具有 了 既 开 且 闭 的 邻 域 Uty), 使 
zr 六 ULy)， 有限 个 这 样 的 UCy) 覆盖 5, 设 其 并 集 为 U.) &U— 
U. > 


习 题 


LA 离散 空间 是 可 工 离 化 的 . 
1.8 可 距离 化 狂 , 完 全 可 分 性 都 是 继承 性 ， 
1.C 对 于 度量 空间 OX, 4), 便 存 在 和 2 等 价 的 有 界 虑 离 。 
提示 令 4,(z,y)=d(z,y)/Q + 4(z;y2). 
1.D 作 非 T 空间 的 了 空间 . 
1.E 作 非 空间 的 To 空间。 
1.F fE3EF T, 空间 的 空间 . 
提示 对 运 限 集 X, 导 入 由 一 男 有 限 亿 的 补 集 作为 基 的 拓扑 。 
1.G 作 非 ,空间 的 7 空间 
提示 设 R 的 通常 拓 征 为 4 令 =G: € NY, 在 R 中 导入 全 — £: 
PE WY} U % 为 基 的 拓扑 , 则 4 是 闭 集 , 而 0 和 4 不 能 分 离 。 
LH 度量 空间 是 完全 正规 空间。 
提示 “为 了 观察 7,? 取 使 Fn 号 = ZB 的 闭 集 F,H, 令 U={x€X:d(x,F)< 
d(z,H)),7= (z€ X:d(z,F)>d3(x,HY, 观察 ,VV 是 开 的 , 且 FC UHCV, 
unv=e, 
La Z 25 T s] x RJ €e SCANpkE5 K. % X 5; yb 3 35 o p? B 
E. 
(1) * AHER=ID85 H PTE P 3809, 
O) 多 是 有 限 可 乘 的 且 可 数 可 加 的 。 
G) 4E 多 的 完 要 条 件 是 由 某 个 1€ (xX) 及 基 个 "ER 可 表示 为 4 = 
人 fr: < (2°). 
(4) 46 多 的 充 要 条 件 是 由 某 个 1€ 多 (x) 和 某 个 +E R 可 表示 为 4 一 
{zf(#) <(>)rl. 
G) 零 集 是 可 数 个 补 零 集 的 交 。 
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提示 (1) 和 (2),《3) 和 (4) 分 别 为 对 六 命题 ,为 了 观察 2 是 可 数 可 加 的 、 
8 EN 表示 为 &=[z:h(z)>0), f€ C(X,[0,1/2]). W =>, 
RJ f€ C(X) B U4;=(z:Ke)>0). 

1.J j@?:X—Y 为 到 上 的 连续 映射。 

(1) 着 x 为 紧 的 或 Lindelaf 的 , 则 Y 也 分 别 是 紧 的 或 Lindelof 的 。 

(2) #x Ev 为 7, 的 , 则 了 是 闲 映 射 。 

(3) 若 X 为 紧 的 , ?为 7, 的 , f 为 一 一 的 , 则 1 是 拓扑 同 肛 映 射 . 

《4) 落 了 是 闭 的 , 则 相应 X 满足 7 7,，7e, 了 也 分 别 满足 Yu T, 7。。 

《5) 若是 开 的 , 则 相应 x 满足 第 一 可 数 性 、 第 二 可 数 性 、Y 也 分 别 满 
足 对 应 的 可 数 性 。 

1-X 度 景 空间 xX 是 完全 可 分 的 充 要 条 件 是 它 是 Lindesla 空间 . 

提示 ”为 证 充分 寿 , 设 3; (S. (z): z€ 2) a B y sk, ME U 2, 
2538. 

La. 在 平面 上 设 6 为 y—sn(1/z)(0 < =< 1) 的 图 象 ,如 为 ， 轴 上 的 
B —1< <i, x= GUN， 则 X 是 连通 的 但 非 红 杖 连通 的 。 

1.M 《 架 桥 定理 ) 设 忆 号 为 紧 T, 空间 X 的 不 相交 闭 集 。 若 F, F Bl 
空 集 不 能 分 离 ; 则 和 两 者 相交 的 过 通信 存在 

L.N 紧 度 量 空间 和 Cantor 集 拓扑 同 胚 的 充 要 条 件 是 它 是 全 断 的 完全 
*. 

1.0 自 密 的 7, 空间 X 的 散 集 4 是 槛 的 。 

提示 设 Intza 一 6 天 攻取 cnA4 的 弧 立 点 *, 取 满足 rcE ZCG 且 2n4= 
{} 的 开 集 U。 设 0 一 {x*}==7, 试 答 验 V#Z, 且 VN ag, 

1.P T, 空间 的 二 散 集 的 并 集 是 散 集 . 

1.Q 和 良 序 集 在 区 间 拓 外 下 是 散 集 - 

L.R 设 x 是 王 规 空间 ,其 基数 为 从:. 若 连续 统 假设 不 成 立 , 则 Indx 一 0。 

1.S 正规 空间 x 的 F, 集 鼠 是 正规 的 . 

EER B3ROR2 H= UH;, H; 是 闭 的 。 设 工 ,K 为 妖 的 不 相交 的 相对 闭 
集 . PlLn H; 和 是 X 的 不 相交 闭 集 , 故 存 在 x 的 零 集 五 WE KC ZiCX 一 
LN 4;。 #& Z= nZ, 则 2 R x JSE Hi KC ZC x — L, 同样 的 可 存 
在 xX 的 夫 集 7, 满足 二 CTCX —Zn0H, ZX R,TDH 是 日 的 零 集 和 7 
应 用 命题 9.14 于 这 一 对 上 。 

1.7 度量 空间 X 的 不 相交 闭 集 F,H, 若 了 义 是 紧 的 , 则 AF, H) > 0. 

1.5 设 4 为 平面 R* 上 的 开 回 盘 。B 为 其 回 周 。 遂 过 4 的 二 点 yy 的 直 
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线 和 了 的 交点 设 为 os 排列 为 bzsy3o 的 师 序 。 以 Ceyab) 表示 这 四 点 的 非 
调和 比 Cea/ya)/G9/98), + 
` d(z, y)= | lsg(zyab)|, 

(1) 42554 FFE, 

(2) 4 的 普通 二 线 ,在 其 上 的 任意 三 点 满足 三 角 等 式 时 是 (4 a) 的 直 
h. 

G) (454) hita 外 一 点 可 引出 平行 于 1 的 两 条 以 上 直线 。 

即 (A, d) 给 出 非 Euclid Ë 的 一 例 , 称 之 为 Lobacšvskii 空间 

提示 “为 了 表示 4 满足 三 角 不 等 式 可 用 下 列 事实 。 设 平面 内 四 条 直线 
1 一 1， 2， 3， 4 共有 一 点 。 另 有 两 条 家 线 nn 1 Ñt, 的 交点 没 为 is fn 
五 的 交点 设 为 .2 这 时 (np. .)= (qaq q). 

1,Y 设 x 为 空间 ,x 的 非 空 半 集 全 体 的 族 称 为 x 的 矢 空 间 , 以 22 表示 
之 ，( 在 2.2 中 x 的 于 集 全 休 构 成 的 族 写 做 2Y, 称 为 矢 空 间 密 指 狭义 者 ， 实 
际 上 不 致 发 生 混乱 .) 做 为 田 讼 间 2 的 基 取 形 如 

Us Us> 


= ez, :BE Ú Di BU ZZ  G=1l,2,- 2: 


= 


的 集合 全 体 ， 其 中 UV.，…,54 为 X 的 开 集 。 如 此 关于 在 2* 导 人 的 拓扑 ?2 满 
Ë T,. 34 x 为 Ti 空间 时 ,2x 2) T, 空间 。 
DOBER 29 Vieoris $E, 
1.W 对 于 有 界 度 量 安 间 XX 的 里 空 间 2x 的 二 元 4,584 
PC, B) = sup{d(+, B):x€ 4}, 
dA, B) = max{p(4, B), p(B, 4)}, 
则 4 给 出 2 上 的 距离 。 
此 距离 称 为 Hausdortt EBR. 
提示 用 p(4,B)<p(4, C) + p(C, B) 导出 三 角 不 等 式 。 
1.X 当 怀 为 紧 度 量 空间 时 ,对 于 客 空 间 的 Vietoris 拓扑 和 Haudorff BE 
离 拓扑 一 致 
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第 ~ 章 积 空间 


在 本 章 以 后 ,所 谓 拓扑 空间 或 空间 都 指 的 是 7, 空间， 有 从 而 孝 
提 到 正则 空间 ,正规 空间 等 都 分 别 表示 T,, T, 空间 。 


SI. 积 拓 fF 


11.1 定义 ” 当 给 与 拓 盾 空间 (X。, BU。) (ce A) 时 ,考虑 在 

其 积 集 X — IX. 中 导 人 拓扑 的 问题 设 pe:X -> X。 为 射影 . 令 
&' = {pa(Us): Us € Ws, a € A), 
39'BUJ 3689 Fr 8 8 ER22 48 R B 8 K 2:25 多 ,此 56 满足 命题 46 的 
基 的 条 件 , 对 于 X 的 根 异 二 点 *,y ,显然 有 B € Sg tE < € BC X — 
{7}. 歼 以 过 为 基 唯一 地 确定 了 X 的 拓扑 2 , (X , 27 ) 是 拓扑 
空间 ， Gy WoODSBUSTE, (X, 2) 称 为 积 空间 。 积 拓扑 是 以 多 
为 子 基 的 拓扑 .显然 各 p. 是 开 连 续 映 射 ， 贸 的 元 称 为 立方 第 域 
或 回 简 邻 域 ， 所 谓 菜 点 ze Xx 的 立方 邻 域 是 容易 理解 的 。 令 
B"” = {NN{p (Ua) :et A}:UsE 27/.), 

以 3” 253869 x 的 拓 $F 9 称 为 籍 丘 扑 《box topology), PR IN 
UM c, teu FiSTETHR203STF, SQRTMK3SBBIE3FT 
积 拓 扑 是 重要 的 ， 提 到 积 空间 ， 若 不 男 加 说 明 ， 就 表示 具有 积 拓 
托 . 

11.2 定理 对 于 空间 X, 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 . 

《1) XW. 

《2) Xx 的 子 集 族 {F。} = 区 ,着 具有 有 限 交 人 性质, 则 n F, > 


%. 
G) XWERBEBXAWT S DS) O. 
( 称 之 为 多 收 策 于 x。) 
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证 明 (1)>(2) # ñF. — @. Hl U(Xx — F.) = x, 8 
又 是 紧 的 ; 故 (X — F.) U: UGX — F,) = x. # F... n 
F... 一 % ,因而 {F。} 不 具有 有 限 交 性 质 . 

Q)>G) &3 = (F... 8 ñF. @, #uf . Em 
取得 点 *>。 对 于 任意 的 V e 7, EAS Foe 多 IN V F. @, 
改 多 UY ,生成 洞子 多 ,由 多 C 多 ,及 多 的 极 大 性 : 故 多 一 
多 ,从 而 有 gc 多 ' 

G)>G) 设 X 的 开 覆 盖 和 对 于 任何 有 限 子 族 UH。 有 
X 关 Bl 设 F. — X — U3, 由 于 {F。) 具 有 有 限 交 性 质 , 故 生 
成 极 大 滤 子 多. 设 多 Boka z, HR =€ U € 2Z 的 U0, B 
Ue%,,& Ue S. Bjb, N X — Ue Sr, &UñX — U = 
多 .而 多 的 有 限 交 性 质 不 成 立 . 

1L3 ”定理 《Tychonoff 积 定理 ) £ Xe(ce 4) 全 是 紧 空 间 : 
则 其 积 空间 X = LX。 也 是 紧 空 间 . 

证 明 设 .多 为 X 的 极 大 当 子 . p.C SC )BD (P (F): Fe Z) 
生成 X. 的 极 大 证 于 为 多 。。 (这 个 用 法 今后 经 常 出 现 ， 一 般 
的 X 一 了 ) 当 @ZC2x, % CH, (RB) = ((UD:U e 32), 
Pr) 一 1FKPD:FE %)). Wr. Skit aR z. € Xo。 令 
x 一 《xe)6X。 今 指出 多 收敛 于 这 个 x。 取 任意 的 c€ A, IE 
意 的 Fe 多， 任意 的 U.e%,., 则 p.(F)D0U,= ó. 故 由 
FNpixU。) => @, # pe 多。 从 4 取 任 总 有 限 个 元 aa 
om …，om, 若 取 x 的 任意 开 邻 域 0;, 则 由 2 (U, e 2 K 2 
是 有 限 乘 法 的 ,有 站 [ps(DD = 1， 2，:aje 色 .这 表示 = 
的 任意 立方 邻 域 是 多 的 元 素 ， 故 多 Wiki x。 

像 紧 性 这 样 ,各 因子 空间 若 具有 人 性质 F, 则 其 积 空间 也 具有 性 
J P J, ? 称 为 委 法 的 性 质 或 可 乘 性 (productive property). 当 因 
子 空间 的 个 数 是 有 限 或 可 数 时 , 同 祥 地 分 别 可 定义 有 限 可 季 性 ,可 
数 可 乘 性 .7 是 可 胰 性 之 一 ， 可 胰 狂 可 以 是 非常 弱 的 性 质 〈 参 考 
习题 2.A), 也 可 以 是 象 紧 生 这 样 非 常 强 的 性 质 ， 可 距离 化 不 是 可 
乘 性 ,而 是 可 数 可 秉性 .可 数 可 乱 纶 常常 蕴含 着 深 刻 的 数学 内 容 . 
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在 本 书后 半 部 分 中 , 遇 到 它 的 机 会 较 多 . 

在 Tychonoff 积 定理 的 证 明 中 用 了 极 大 调子 ， 但 在 它 的 存在 
上 需要 Tukey 引 理 (参考 3.3)， 从 而 用 到 了 和 它 等 价 的 选择 公 
理 。 换 言 之 ,选择 公理 意味 着 Tychonoff 积 定理 .实际 上 , 其 道 也 
成 立 , 如 下 所 述 . 

114 5E3@ (Kelly) Tychonoff 积 定理 意味 着 选择 公理 。 

证 明 设 X。《a& A) 全 是 非 空 集 ， 为 了 说 明 选 译 公理 ， 只 需 
说 明 五 X。 六 分 。 涯 察 不 属于 UX。 的 点 a, 设 Y。 一 XeUftej. 车 
以 Y。 的 任意 有 限 集 的 补 集 及 {a} 构成 的 族 为 基 在 Y。 导 人 人 拓扑， 
则 Ys。 是 紧 空间 ，p。:Y = HY, — Y, 为 射影 ; 令 

F,= p(Xe), e€ A, 

于 是 8 在 Y 中 是 闭 集 、{F,:a€ 4} 具 有 有 限 交 性 质 ， 实际 上 ,对 
于 任意 有 限 个 下 标 @,…, ao € 4， 选取 点 e Resi 一 1 
《有 限 进 择 公理 )。 若 P EY 了, 它 的 m 坐标 是 z G = 1,…, 7), 其 
它 坐 标 全 是 a, 则 p& F6 门 … 几 F。。， 克 由 定理 11.2 r F, = % 而 
NF,~ IIX.. 口 

11.5 定理 ”Hilbert 基本 立方 你 I IMDB ST 88 2 IE + 
1 MBE00 82 [B]. 

证 明 l = [—1/⁄;,1/: 1: YI, — 1° 2953 ya SE f, 
则 上 是 一 一 到 上 的 映射 ， 取 任意 点 z€ (x) € 1*， 对 任意 6 > 0, 
考察 S.(x). 确定 4 使 >) 1/ < sy/8， 在 开关 中 考察 如 下 的 x 


= 
的 立方 邻 域 


u= TI SCxise/W 2n) X TI la 


i=1 了 


设 y 为 妃 的 任 一 点 , 则 
dx pF < ws/2 + 21 (2/ 和 一 6/2 十 ez/2 = e, 


1 
#& 2(z,y) < e, Au /CU)CS,CGO) 而 了 是 连续 的 由 Tychonoff 积 
定理 ,TI11, 是 紧 的 , 故 了 的 连续 性 意味 养 了 是 拓扑 间 胚 映射 (参考 
习题 LD. 口 
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可 数 无 限 个 拓扑 空间 X 相 乘 的 积 空间 写 做 x=. 因 各 L IEE 
FEET I, 故 了 I1; 可 写 做 P. 上 述 定理 指 册 Hilbert 基本 立方 体 
写 做 卫 的 合理 福 , 设 m 为 任意 基数 ，X" 是 m 个 X 相 莱 ，1" 称 为 
上 祥 立 方 体 或 平行 体 室 间 . 

116 ”定理 ”可 趾 离 化 空间 X, 的 可 数 积 X 一 TX, E EJES SS 
化 的 。 . ñ 
证 明 ”对 于 各 X, Est SBS REEBS:h , 32 RM E 
2X0) 和 1 者 (习题 1C)， WT > — G), y= GD, £ 

(z, y) = 21 4(z;, y)/2:, 


i 
这 是 X 上 的 距离 ， 设 疡 IIX, 一 (XX, d) 为 平凡 的 恒 等 映 射 。 和 上 
述 定理 几乎 相同 可 以 证 明 f 的 连续 姓 ， 为 判断 :的 连续 性 ,考虑 
开 Xi; 的 任意 点 x = (z,) 及 其 立方 邻 域 

U= JI siz) x I X;, s, > 0. 


mi Ia 
设 s = min(s,/224; = 1,... n). J| S.G) 任 取 点 y = Gi), tB 
a(z, y) < 8 f 4(zu, yi)/2' < 从 而 d(x yi) < 2'e S s, 对 于 
= 1，……# 成 立即 ⁄ 
yi € S(x:g), 一 1，- . n, 

而 yEU， 即 (Se《*))CU, 得 到 广 : 的 连续 福 . 口 

11.7 命题 设 DD 为 具有 离散 拓扑 的 二 点 集 {0,1), 则 Cantor 
集 5 拓扑 同 有 是 于 p=. 

证 明 ”直接 可 夏 出 ,根据 10.6 的 写法 ， 将 C 的 点 x(55…) 
映 为 DY 的 点 《51,6,,…) BDE E C #| D° 上 的 拓扑 同 胚 肌 射 . 
口 


设 m 为 任意 基数 ，D” 称 为 广义 Cantor 集 ， 它 是 紧 的 全 断 空 
间 。 当 义 为 离散 空间 时 ，X" 称 为 Baire 零 储 宣 间 。 以 后 可 以 明了 
叫做 零 维 的 理由 ， 把 Y 看 做 离 敬 空 间 , "是 可 分 的 Bako 地 维 宰 
M. 
118 @&B ce°= Cc, 
"te 


证 明 Cs (D%)“ = D“ = C. [] 

113 @ 取 [s,5) 型 的 乐 族 全 体 做 为 R 的 基 , 如 此 拓扑 化 了 
的 了 R 称 为 Sorgenfrey 塌 线 . 以 表示 之 。 显然 了 是 满足 第 一 可 
数 性 、 可 分 的 了 7 了, 空间 . 

(1) 了 是 继承 正规 的 . 

证 明 取 FOH = FDH = 8 的 集 F,H。 对 于 的 各 点 x， 
HE [z,z + sG9)0H = 的 正 数 8lx), 令 

U= U(UG) = [z; z + ele)):r€ F. 
ik F BJ. 22 ye H. XE z < 之 7 的 任意 x € F 有 yy 六 Ux)。 
另外 因 y& F 用 FF 的 点 列 也 不 能 从 右 方 接近 y， 于 是 有 V(O) 一 
Ly,y + s(y))(6 Gy) > 0) 的 邻 域 ,使 VO)NU=8, 令 V= 
U(VG):y 6 Hl kE S HB, 满足 UNV 一 $， 故 由 命题 
8.5 T 是 继承 正规 的 ， 口 

Q) YXT 是 非 正规 的 ， 

证 明 平面 上 由 xz 十 ?一 1 定义 的 任 线 了 是 工 XT 的 质 集 ， 
关于 相对 拓扑 成 为 离散 空间 ， 设 4 为 平面 上 的 Euclid 距离 ,，(F， 
4) 是 把 看 做 普通 拓扑 ， 取 满足 

F= AUB, ANB— %,'A4|>%, |B] = 8, 
的 集合 4,B, 且 4,8 fE (F ,4) 中 都 是 稠密 的 ， 因 A,B T x T 
的 不 相交 闭 集 , 故 着 了 TX 了 是 正规 的 ， 则 存在 开 集 U,V ,使 4CU， 
BCV,UNV = 8 ,对 于 4 的 各 点 a = (a, a) 使 对 应 于 

U,(a) = [a a *+ 1/n) X [ass ax + 1/n)CU 
Bn = (a). 

A= (a € A:n(a) = i}, 

则 F = (UA)UB. 因 (F，,4) 是 完备 的 度量 空间 , 故 由 Baire 定 
理 7.11, 对 于 某 个 wm,Am 在 《F ,4) 中 可 以 不 是 芯 的 ， 即 存在 和 上 
IE] K, A, 在 K 中 (关于 4) 是 稠密 的 ， 若 取 点 be KB， 因 
¿e V, # 


(U(U,GO:a € AnNKDNVz @ , 
从 而 UNV 关中 ,发 生 了 矛盾, 口 
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结论 : ESHEESWOSSE ESE. 

1110 例 在 % 以 下 或 第 一 个 不 可 数 序数 a, 以 下 的 序数 中 
导 人 区 间 拓 扑 , 分 别 设 为 了 X — [0, ol, Y = [0, wy] 根据 例 9.24 
之 (1),X,Y 都 是 紧 7 空间， 从 而 XxX XY 也 是 紧 Ts 的, 因 之 也 是 
正规 的 ， 由 XXXY 舍 去 端点 pla, oo) 做 为 Z， 称 之 为 Tychonoff 
R. 
”了 不 是 正规 的 。 

证 明 S A= lolX Y — (ph B— XX {wm} 一 {p}， 则 
4, B 是 Zz 的 不 相交 闭 集 ， 对 于 含有 8 的 任意 开 集 U， 只 需 说 明 
BN4 6. 对 于 任意 六 BL GY X [es a]CU Ë ai < o. 3 
a 一 supar， 则 对 于 所 有 i, 有 

{i} X [e, a]CU, 

故 对 于 4 的 点 q 一 (os a) 8 46 U. 

+E X XY 是 正规 的 但 不 是 继承 正规 的 . 


512. 嵌 人 平行 体 空间 


12.1 定理 (Urysohn ËA ESE) 正则 空间 X 是 完全 可 分 的 
充 要 条 件 是 X 可 嵌 人 1° 中 . 
证 明 充分 性 ”根据 命题 7.8 Hilbert 空间 互 是 完全 可 分 的 正 
则 空间 ， 因 P 是 鼠 的 子 空间 , 故 向 1° 嵌 人 的 空间 X 可 以 看 做 是 
瑟 的 子 空间 .从 而 XX 是 完全 可 分 的 正则 空间 . 
必要 性 ” 因 完 全 可 分 的 正则 空间 是 Lindelaf 空间 。 故 根据 命 
题 9.21,X 是 正规 空间 ， 没 X 的 可 数 基 为 LB.) 车 E 一 (Gi): 
B,C B,), 则 E 是 可 数 的 , 62829 E = Ue). 根据 Urysohn 定理 ， 
对 于 各 i 一 (4s 是 ), 有 fiE C(X, I) 存在 ,可 使 
FG ~ 0, z€ B,, 
fi = 1, z€ X — Bi 
HF: X— 1. 其 中 各 L 8916938090 e —) (所 谓 一 般 空 
闻 的 拷贝 是 指 拓扑 同 是 于 该 空间 的 空间 .) 用 f(x) = 《f(x)) 定义 
50 ， 


f:X 一 I1;。 根 据 定理 11.5 , 因 I = Hl, 故 只 需 说 时 f 是 媒人 人。 
设 f(x) 的 任意 立方 邻 域 为 


= 有 zx II v, 
i= 


¿si 


则 因 了 0) 一 月 fC0)， 故 CD) 是 X 的 开 集 , 而 二 是 运 线 


的 . 

为 判断 是 一 一 的 , AX BB z > y 的 二 点 。 根据 X 的 正则 
Ë, 有 ze B CB,CX— L) 的 一 (si， 因 大 = 0, 
G) 一 1; 改 Fo = 102. 

为 判断 六 :HX) 一 XX 的 违 续 性 , 设 了 为 = 的 任意 开 邻 域 。 有 
“= Go b) 存在 ,使 


z€ Bi,CB,CB, CV. 


令 
W = SC)) x I z, 


s=; 

则 中 是 JG W 38. MW IGO 中 任 取 点 f(y), 则 因 16) 一 
#G)| = nG) < 1, ye B,CV, 而 fwW nKX))CV, 于 是 
站 也 是 连续 的 . 

对 于 度量 空间 , 根据 命题 7.2 可 分 性 和 完全 可 分 性 是 一 致 的 ， 
于 是 下 述 性 质 成 立 ， 

12.2 推论 空间 X 是 可 分 度量 空间 的 这 要 条 件 是 X 可 幅 估 
中 


由 此 立即 看 出 可 分 可 度量 化 是 可 数 可 乘 的 。 当 空间 X 具 有 性 
质 p, 而 共有 性 质 P 的 空间 全 可 媒人 XX 中 时 ,X 称 为 对 于 了 的 万 有 
空间 《universal space)， 在 此 意义 下 , 1* 对 于 可 分 度量 空间 是 万 有 
空间 。 因 1* 的 基数 为 6, 故 其 所 有 子 集 族 的 基数 为 2:， 从 而 若 将 
拓扑 同 肘 岩 看 做 是 同一 的 ， 则 可 分 度量 空间 的 个 数 为 2:， 即 不 超 
过 函数 的 基数 . 

123 定义 所 谓 度量 空间 X 是 全 有 界 的 (totaly bounded)， 
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是 指 对 于 任意 s > 0, {Ss(z):xeXj 具有 有 限 子 覆 盖 ， 所 谓 具 有 
全 有 界 的 距离 ,含意 是 明显 的 。 由 此 定义 , 紧 度量 空间 恒 为 全 有 办 
的 ， 

12.4 命题 空间 X 是 可 分 度量 空间 的 充 要 条 件 是 具有 全 有 
界 的 虐 离 . 

AU “必要 性 ”可 看 做 XCI， 因 六 是 紧 的 , 故 其 虐 离 是 全 
有 界 的 。 对 于 任意 6 > 0, 取 六 (ls ya € I°, 使 

I = Sng) UU Saye), 
# S,,(y i) OX = @ ; 则 取 点 z € SenCyi) 站 XX， 有 Sex) 忆 SenCy). 
故 
X = U(s$,G:)0X:S2OGO0X = @). 

充分 性 ”对 于 全 有 界 工 离 452, 为 {Sa(s):xeXi 的 有 良子 
覆盖 , 则 U 绍 ; 为 X 的 可 数 基 . 

12.5 命题 可 分 度量 空间 X 可 简 密 地 嵌入 紧 度量 空间 中 . 

证 明 看 做 XC1*, 下 即 为 所 求 的 度量 空间 . 

12.6 定理 度量 空间 X 是 完备 且 金 有 界 的 充 要 条 件 是 是 


RS. 
证 崩 充分 性 £ X23389. yg 9.25, X 是 完备 的 . 
必要 性 设 多 X XI KWT. 关于 各 ;， 作 有 限 开 覆盖 
{0Cm):o€ AJ, 对 于 各 medi， $E aCU(a;)) < 1/2' Ar. 车 
U(a;) & 2, HJ#E#E F(o;) € 多 ,使 Icon F(e;) = 6, BGE 
U(ai)(e; € A) 全 不 是 多 的 元 素 , W (U U(s9))0 (n F(e)) = 
@, Bl xn (n Fle)) = 与 多 的 有 限 交 性 质 相反 、 故 对 于 各 
i 存在 cd， 使 Up8D)6 27. B (U(0D:i kN} 具 有 有 限 交 性 
质 , 故 x € U(8;) 的 点 列 {x;} 鬼 成 Cauchy 序列 ， 若 取 Emx; = z, 
则 多 kak =< 几乎 是 明显 的 . 口 

12.7 定 题 若 X 为 紧 度量 空间 , 人 为 其 开 覆 盖 , 则 存在 正 
数 5 ,对 于 任意 点 x € X,S,(a) 可 被 2z 的 某 元 素 包 含 . 

证 能 对 于 任何 6 > 0, 如 果 存 在 * 使 55(x) —38 的 任何 
元 素 包 含 , 令 Fs 为 这 样 x 的 集合 ， 因 {Fs:5 > 0} 具有 有 限 交 性 
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Rok nF, é. 设 Y 为 属于 此 交 的 点 , 则 对 任意 8 > 0, S.G) 
不 被 2 的 任何 元 包含 ,矛盾 . 

这 样 的 3 称 为 对 于 8 的 Lebesgue 数 ， 对 于 Bl ,使 得 (X 一 
Ss(X 一 上 ):UE 仍然 是 覆盖 的 5, 也 可 以 用 来 定义 Lebesgue 数 . 

128 定义 所 谓 折 扑 空间 式 是 完全 下 风灾 间 Ccompictely 
regular space) 或 Tychonoff 空间 是 指 满足 下 列 条 件 的 情形 . 

对 于 xE€X 及 * 的 任意 邻 域 U, 有 fe CC(X,1) 存 在 ,使 1(*) == 
1,1G) =0(y EX — U). 

此 条 件 与 存在 补 零 集 构成 的 基 是 等 价 的 .正规 空间 是 完全 正 
则 的 ,完全 正则 空间 是 正则 的 . 

129 引 理 设 拓扑 空间 族 {X。:a€ 4} 对 于 4 中 有 限 个 指标 
os: as 给 与 补 零 集 U CX. i 一 1，:…,#, 则 


JIu,x nixacea — (o es 8) 


和 1 
是 IX。 的 补 零 集 . 
证 明 ” 因 有 限 个 补 零 集 的 交 仍 是 补 堆 集 ， 政 当 n = 1 时 证 明 
即 可 . 取 
U,= (z€ X, : (a) > 0), f€ C(X,, 1) 
Bf. Bp: HX, — X, 为 射影 , 令 g = fas W| g € C(TIx,, D, të 
u, x TI X.= (z€ H X, gG) > 01, 


axa 


12.10 命题 X. € 4) 人 金 是 完全 正则 的 , 则 IIX, E 
完全 正则 的 . 

证 明 ”根据 引 理 12.9,IX.。 具有 补 零 集 组 成 的 基 . 

由 定义 立即 知 完全 正则 性 是 继承 的 ， 由 此 命题 也 是 可 乘 的 . 

12.11 定理 ”拓扑 空间 和 是 完全 正则 的 充 要 条 件 是 X 可 诗 
入 某 个 平行 体 空间 . 

证 明 必要 性 设 C(X, 7) = {fs}。7, 是 I 的 措 贝 车 用 
f(z) = (GD) E X f: X — 开 1。s 划 和 定理 12.1 的 证 明 完全 平行 
地 证 得 f 是 嵌入 映射 

充分 人 性 ”根据 命题 12.10, 了 I1。 型 空间 是 完全 正则 的 , 其 子 集 
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也 是 完全 正则 的 , 口 

12.12 推论 空间 XxX 是 完全 正则 的 充 要 条 件 是 X 可 称 密 地 
R A 3838 T, 空间 . 

证 明 ”必要 铂 是 考虑 XCI1", 取 叉 即 可 、 充 分 性 , 紧 T, 空间 
是 完全 正则 的 ,根据 它 的 继承 性 可 保证 充分 性 . 口 

1213 SIE ”完全 正则 空间 X 具有 个 数 等 于 其 重 数 w(X7 的 
补 零 集 构 成 的 基 . 

证 明 ? 也 | 天 | — e(X)09 X 83 6. Bi 多 ,i 一 1,2， 
对 于 基 个 补 零 集 品 ,使 BCUC B, 成 立 的 对 《B,，B,) 的 集合 设 为 
@. WT09 63% (B, Bs), 令 BiCU(B,, B,)C B, 的 补 零 集 
U(B,,B2) 与 之 对 应 . 令 

% = (U(B,; B.): (B,, B,) € @), 

NM] 4 构成 X 的 基 , 且 12W| = |@| = || = (X). 口 

12.143 定理 对 于 完全 正则 空间 XX, w(X) < m É 38 Së #& 
TREE X SIR A 1" 中 . 

证 明 Pq m 为 有 限时 是 明显 的 , 故 只 渤 虚 当 m 为 无 限 的 情 
形 。 因 充分 性 是 明显 的 , 故 证 明 必要 性 . 根据 引 理 12.13 存在 由 
补 等 集 构成 的 基 络 一 (B.Y, B| | =m, ik, € c(X, 7) 2588 
是 {x;fo(x) > 0) 一 B。 的 函数 ， 若 由 fw) 一 (fox)) E X:X- 
1", 则 这 个 f 651 A, 

12.15 命题 ”对 于 可 分 的 正则 空间 X, 有 w(X) < c. 

H 设 4 为 X 的 可 数 稠密 集 。 对 于 X 的 任意 开 集 U, H 
DU 一 Uña, (tB: BC AY 均 成 基 , 其 基数 不 超过 e, D 

12.16 ”推论 可 分 的 完全 正则 空间 可 嵌 人 7* 中 。 

12.17 定理 “ 是 可 分 的 . 

证 明 设 1: 是 了 的 拷贝 %J& P = H(1L:z € 1). 若 天 的 
363 R2R29 (f) :z € 1), 则 得 到 了 :7 -> 1， 把 这 个 对 应 作为 


1) 12.13 的 证 明 仅 适 用 于 escue QU 的 情况 ; 当 sto e(XD 时 此 定理 亦 成 立 . 
一 一 译 者 注 
2) 12.14 当 跑 一 1 时 不 成 立 ，9Wi 为 有 限时 充分 世 不 成 立 ， 一 一 主 者 注 
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再 :天 一 人 是 了 到 了 的 映射 }， 
则 9 是 一 一 到 上 的 对 应 ， 设 了 工 的 可 数 基 为 多 。 的 所 有 不 相交 
的 有 限于 族 ( 因 是 可 数 的 ) 设 为 @,G é N). 表示 为 
Bi = {Bi, 1), +, BG, (2))}. 
IT hA 3830938 285 2 kuk SG e N), 表示 为 
Sg = (rG, Ds s> ri, m(6))], 

N # — [G jD:nG) = m7)} 
m). 是 可 数 的 .“ k i 

对 于 任意 的 (i, 门 E .8 ,定义 所:1 一 了 如 下 . 

hi) = rs Rs z€ BG, O> &= 1 nC)), 
fils) = 0, z€ X — @*. 

车 4 为 集合 (fa: G, D € Z ) 在 P 之 下 的 原 象 ; 则 容易 看 出 4 为 可 
数 的 且 在 1" 中 午 密 ， 

由 本 定理 及 推论 12.16 可 得 到 录 下 的 结果 . 

12.18 推论 I 对 于 可 分 的 完全 正则 空间 是 万 有 空间 . 

注意 此 结果 ,7° 的 任意 子 集 是 否 便 为 可 分 是 个 问题 ， 答 案 是 
否定 的 ， 下 例 指出 ,对 于 完全 正则 空间 ,可 分 性 不 是 继承 的 . 

1219 例 设 X 为 包括 x 轴 的 上 半 平 面 , 普通 的 开 集 在 X 是 
开 的 .。* 办 上 点 的 邻 域 基 为 在 ?的 上 方 在 ? 处 相 切 的 开 贺 板 ， 
再 添加 上 本 身 的 形状 者 。 此 X 称 为 Moore 半 平 面 。 显 然 这 个 
多 是 完全 正则 的 。， 有 理 点 , 即 两 坐标 为 有 理 数 的 点 全 体 是 可 数 简 
密 的 , 故 下 是 可 分 的 ， 但 作为 其 子 空间 的 * 轴 具 有 离散 拓扑 不 是 
可 分 的 . 

在 例 11.10 中 Tychonoff 板 给 出 了 是 完全 正则 而 不 是 正规 的 
空间 的 例子 .下 面 指出 正则 的 但 非 完 全 正则 的 空间 的 例子 

1220 例 设 Z 为 Tychonoff Ë, 4, B 是 例 11.10 中 定义 的 
Z 的 长 边 , 短 边 ，Zi(i EN) 为 Z 的 拷贝 ， Ao Bi 分 别 为 对 应 于 A, 
B BJ Z, 0918. 34 ; = 2 十 1 时 把 Bangyy 和 Basti 贴 合 ; 即 Ba 和 
Batz 相对 应 的 点 看 散 是 同一 的 . 当 ; — 2n hf, 抬 4, 和 Ax, 贴 
合 。 如 此 得 到 的 点 集 设 为 9。 5 一 UZ;。 5 的 拓扑 定义 如 下 ， 
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UCs 是 开 的 是 指 对 于 各 i 8 EG UZ 为 开 时 ， 于 是 3 是 完 
全 正则 的 . 考 涪 了 一 SU {p}, 其 中 点 ? 不 属于 $. 设 3 在 了 中 是 
开 的 . 而 ”的 邻 域 基 为 
fo.=(s— U2) Utpl:n en}. 
= 

杂 此 导 人 的 拓扑 了 显然 是 正则 空间 根据 例 9.24 2 (6) 对 于 [0， 
al) (或 [E0, to,]) 上 的 违 续 表 数 刀 有 常数 “和 8 < wr 存在 ,使 8 < 
e => J(a) = a， 这 个 4 称 为 了 的 定常 值 ,[8, o) GR [8 , om]) 称 为 
定常 尾 . 

GQ) 设 * 为 8EC(Z，, 7 在 4 上 的 定常 值 , 则 

limgln, o) = a, 

证 明 Vg 在 {i} X [0,w,] 上 的 定常 信 为 4, 定常 屁 为 {7} x 
[ao o]. 设 8 在 4 上 的 定常 尾 为 (el x [8, o). 取 比 所 有 
mi 之 wo) 及 8 大 的 7 < o. 由 

limgli,r) _ lmas —g(wo,7)=a 

Ka — gG) 有 lmglis o) = az D] 

(2) 了 不 是 完全 正则 的 . 

证 明 考虑 在 U, 的 外 部 取 值 为 1 的 feE C(T, D. H (D) f 
在 4, 上 的 定常 值 和 在 4v+ 上 的 定常 值 以 B, 一 B。r 为 媒介 是 一 
致 的 。 这 对 于 任意 的 4 都 成 立 、 敬 在 各 4。 上 的 定常 值 都 必须 是 
1. 从 而 fp) 一 1, 而 7 了 不 是 完全 正则 的 , Dl 


§13. Michael 直 线 


13.1 定理 ”如 果 完 全 可 分 空间 是 散 集 , 则 怀 为 可 数 的 ， 
证 明 ik Q XX OST K S. 对 于 z€ X, 存在 它 的 邻 域 
B, € 腕 ,使 当 zEXG — Xe@+D Hf B, Xet: — @ B. B, ix=— 
{x} 成立. 在 此 令 X = X2?, 由 p(x) = B, 定义 p:X— Sg, 此 
对 应 是 一 的, 故 XX 是 可 数 的 . 口 
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J32 引 理 ”构成 完全 集 的 紧 度量 空间 X 的 基数 为 ¢. 

证 明 ”由 于 X 构 成 完全 集 , 故 存 在 非 空 闭 集 族 {J(61* 6): 
s 一 0, 1} 满足 下 列 三 个 条 件 ， 

G) J(61 sr) 二 IC5 8,38. O, 

G) (B17e6r) = (818) DIB 0s) NT (ese) 

= 9. 

(3) 4Q(A-::8,.)) < 12", 

令 
J 一 ULnLU2 52 一 1 2 = 0,15, 

由 例 10.6 的 构成 法 , 显然 有 Js C. :XI 关中 一 1 一 另 
一 方面 ,可 视 XCP: 故 1 < ll#| = c, 

133 定理 ” 紧 度 量 空间 的 基数 为 可 数 或 为 ¢. 

证 明 ”根据 定理 7.14, 任 意 空间 可 表 为 散 集 和 完全 集 的 并 集 . 
紧 度 量 空间 的 散 集 根据 定理 13.1 是 可 数 的 ， 若 完全 部 分 非 空 , 则 
由 引 理 13.2 其 有 连续 基数 . 

13.4 引 理 了 工 的 紧 不 可 数 子 集 全 体 的 个 数 是 "- 

证 明 [0, 1/2]U{x}(1/2 < z < 1) 形 的 集合 是 紧 非 可 数 
的 ,其 个 数 为 另 一 方面 , W: ë 为 的 可 数 基 , 则 任意 紧 集 可 活 
为 88 的 元 素 约 有 限 和 的 可 数 交 ， 故 了 的 紧 子 集 全 体 的 个 数 < c, 


135 定理 在 I 的 子 集 5 中 ,存在 满足 下 列 二 条 件 者 。 

(1》 3 及 了 一 3 都 具有 连续 基数 且 在 工 中 称 密 。 

{2) 5 及 1 一 5 都 不 具有 紧 不 可 数 子 集 。 

证 明 设 w(e) 为 基数 为 :的 最 小 序数 ， 出 引 理 13.4, 了 的 所 
有 紧 不 可 数 集 可 以 良 序 化 为 K。，(a < wl 中 )。 从 K, h EUR m. 
然后 从 K, 一 {po} 中 取 点 4。 出 超 限 归纳 法 ps39o《& < wlr)) 的 点 
取 之 如 下 . 对 于 所 有 8 <= 6 0, 没 已 到 得 pgs qas 由 

Ks 一 pas ge:P < o) 

取 相 异 二 点 名, 4。 根据 定理 13.3, 因 |K。| 一 :<， 故 这 样 作 是 可 能 
的 . 令 
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$= {ps:a < wle)}, 
此 到 为 所 求 . 
满足 (I) 是 显然 的 , 今 检查 (2?， 设 天 为 了 的 任意 紧 不 可 数 集 ， 
对 某 个 有 天 一 K.. IË {poygo}CK。 改 天 CS 及 KoCTI 一 3 都 
不 能 成 立 。 I 
显然 把 了 换 为 本 定理 也 成 立 . 
13.6 #| 考虑 刚才 做 的 SC1， 设 I 的 拓扑 为 2 设 X 为 
集合 T 上 导入 如 下 的 修正 拓扑 ， 设 集 族 
{UUT:U EQ, TCS} 
为 x 的 拓扑 ， 这 个 X 称 为 Michael 直线 . 
《1) 和 是 正则 的 Lindelóf 空间 , 
证 明 “的 正则 性 是 明显 的 。 为 了 说 明 Lindelsf 性 , Ezieae 
开 覆 盖 {7。 一 U.UT,). 在 此 对 各 有 Del ,TcC35. & U = 
UU。,D 按 通 常 拓扑 是 完全 可 分 的 , 故 U 一 UU 是 可 数 个 0。 型 
的 集合 的 并 ， x 一 被 5 包含 按 通 常 的 拓扑 是 紧 集 从 而 是 可 数 
的 . 于 是 X 一 UCUTs 的 可 数 个 色 存 在 、 故 
(UV. U(U7IDS(UU,DU(UT,D)ƏSUUC(X — U) = X. 
《2) Xx 5 不 是 正规 的 ,在 此 S$ 看 做 了 的 子 空间 
证 明 令 4 一 (X — s) x S, B 一 {(x,x):x&5), 则 它们 是 
X x 5 中 的 互 不 相交 的 闭 集 ， 设 了 为 合 B 的 任意 开 集 , 令 
Us — (z€ 5:{x} X S.G) CV}, 
则 5 = UD。 车 假 定 5 为 x 中 F。 集 , 则 也 必须 是 了 中 F。 集 这 
意味 着 $ 是 了 的 紧 集 的 可 数 和 , 故 8 是 可 数 的 ,发 生 矛盾 。 故 有 某 
个 存在 ,使 ClxUam(X 一 5) > 多 。 从 上 式 左 端 取 点 x。 因 3 在 
I 中 稀 密 , 故 存 在 ye 5, 使 jx — y] < 1/2k. IN (z; y) € A, GB 
能 说 明 (x, y) 的 任意 立方 铝 域 玉 , x WW 入 相交 , 则 X x 3 的 
正规 性 不 成 立 ， 取 x €W QU, 使 lz 一 z| < 1⁄2, TJ (z, 
y) e Wi XW H 
| — y| < lz —=| + |z — y| <1/2k + 1/2k >= 1/k 
和 x € U, 8 (y) 6 V. #& QW, X W.) V = 8。 
5... 


也 有 代替 S 取 了 中 无 理 数 全 体 1 一 0, 同样 改换 了 的 拓扑 , 称 
为 Michael 直线 的 。 在 这 种 情形 下 同样 可 以 证 明和 7 一 2 的 积 不 
能 是 正规 的 。 但 这 个 Michael 直线 不 是 Lindelaf 的 , 而 是 以 后 叙 
述 的 仿 紧 T, (从 而 正规 ) 的 。 
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MA 定义 对 于 集合 X 的 可 数 无 限 个 的 直 积 Xe" 的 二 点 * 一 
G), y = G), + 
若 z#= y, 则 2(r,y) = 0. 
# ze y, M) 4(z> y) = mac(l/i; = yy. 
则 CX*, 4) 是 度量 空间 .这 个 4 称 为 对 于 X" 的 Baire 距离 。 

14.2 命题 (1) Baire 距离 4 给 与 X* 上 的 完备 距离 . 

《2) 将 X 看 做 离散 空间 时 的 积 空间 《 即 Baire 0 维 空间 ) X%a 
(x=, 2), 

证 明 容易 看 出 4 是 距离 改 省 略 之 ， 若 {x 一 (x 分 } 关 于 4 是 
Cauchy 序列 ， 则 对 于 各 i， 存 在 kG) ,使 kG) < j => x 中 一 对 成 
立 . # z 一 《x 四), 则 因 limxi — x， 政 (X*, 4) 是 完备 的 . 

本 命题 的 后 半 几 乎 是 明显 的 , 故 证 明 省 略 。 

14.3 定义 郑 虑 集合 X， 当 给 定 X 的 子 集 族 WU = (U.: 
ce 全 及 or = {Fe:pe BY N, PG 2z 细 分 或 UM 是 9 的 
加 细 (refinement) 是 指 存在 对 应 :4 一 B, 若 ple) = B, NJ U, 
人 5， 这 时 写 做 BY < %°, p 称 为 从 2 到 的 加 细 上 映射 。 特别 
地 , 当 4 一 8， 而 14 Ent 31, 称 为 2z 是 的 一 一 加 细 。 
又 特别 地 ， 当 2¿ 是 白 一 元 U 组 成 时 , 代替 1U) < % Sk U < 
YY, 称 为 吕 细 分 27. 所谓 2v 在 点 x*E 和 的 阶 数 (order) EB S 
< 的 2¿ 的 元 的 个 数 ,以 ord,2Z 表示 之 UU 的 阶 数 是 指 suplord, 
BUM ;x € X), 1 E ordan。 

拓扑 空间 X 的 至 盖 维 数 (covering dimension) dimX 是 一 1 当 
县 仅 当 X 为 空 集 ，dimX 一 0 38 X = 多 且 X 的 任意 有 限 开 覆 盖 
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[用 阶 数 为 1 的 开 覆 盖 细 分 。dimX — 0 的 空间 恒 为 正规 的 。 

对 于 各 点 *EX， 当 ord-4v < co Bj, 2 称 为 点 有 限 的 . 当 
sd < %, h , 2 称 为 点 可 数 的 。 
14.4 定理 正规 空间 X 的 点 有 限 开 覆 盖 il = [U.:a € A) 
[由 闭 黎 盖 一 一 细 分 , 
证 明 将 4 看 做 良 序 集 。 取 开 集 V, 使 


x— U U,CVCVCU, 
0 < 


则 (VJU(U.:0 <a) 是 X 的 覆盖 。 取 0 < ce4 的 w， 设 对 于 
8 < 的 任意 6, 已 确定 开 集 Vs, 按 超 限 归纳 法 假设 满足 下 列 二 
条 件 . 

(1) PoCUs É < a. 

(2) {Vs:8 之 a}U{Ur:Y 2 o) W X. 
这 时 若 取 满足 

和 一 (U m)u(U 5) EVV EU, 
Ka >d _ 

的 开 集 V。， 进 行 超 限 归纳 法 ,于 是 得 到 人 U 的 一 一 加 细 {7。: 
ce .4}， 为 了 说 明 这 是 和 的 覆盖 ,只 需 说 明 (V. a € 4} 一 EI 
mt. 取 任意 点 < € X, 因 QU 是 点 有 限 的 , 故 满足 *e U< 的 “的 最 
大 者 5 存在 。 由 归 纺 法 t7e:86 和 8jUIUr:y > 8) 是 覆盖 。 由 5 
的 取 法 < (U: y 之 8}, 故 xE1lVa:8 83C%% 

如 在 此 定理 中 , 被 闭 履 盖 一 一 细 分 的 窗 闭 称 为 可 收 纺 的 
《shriokable)。 另 外 将 {PF。:a & 4]} 写 作 入 ， 此 记号 对 一 般 的 集 族 也 
适用 , 

14.5 命题 对 空间 XX,dimX 一 0 的 充 要 条 件 是 ndX == 0. 

证 明 BEBE É F, 右 为 X 的 不 相交 闭 乐 。 im w 
{XX — F, X — H) 细 分 的 阶 数 为 1 的 开 窗 盖 为 QW, < V — U 
{UE UUNF x @), 则 VV 是 既 开 且 闭 的 , 且 满足 FCVCX 一 
H. 


| 


充分 性 ” 设 X 的 任意 有 限 开 覆 盖 为 UW — (U... Uy, R 
据 定理 14.4, 2 是 可 收缩 的 。 故 存在 闭 窗 盖 (F... F,D fE 
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F.CU; 3 i yr. 车 ndX = 0, 则 对 于 各 i 存在 开 且 闭 集 V, 
使 FiCViCU 成 立 ， 令 Wi= V, Wi — Vi 一 UG =2, 
*' ny MLI, o W.) 是 细 分 BR RSS 1 978 2. 故 
dimX = 0. J 

14.6 记号 给 与 集 人 台 X 及 其 于 集 族 Bs(C2*)《a& 4) 时 ,用 
下 列 记号 
(Yun, @.J. 


A-10 
ik na. KF. n 2, JEE] 属于 所 有 2 , 的 元 构 
成 的 集 族 . 
是 度量 空间 ,人 是 它 的 子 集 疙 时 ,用 记号 
mesh3l = sup[ (U): U € WU). 
147 命题 若 度 量 空间 XxX 具有 开 和 覆盖 列 { 人 2;} 满足 下 列 二 
条 件 
(1) meh2Z/,—0, 
(2) odQz; = 1 
则 dimx = 0. 
证 明 ”根据 命题 14.5, 指 出 Ia dX 一 0 即 可 。 没 F, H 25 X BJ 


不 相交 闭 和 集 ， 令 9; 一 人 23067; E X EJE ESE, mesh% > 
1=1 


fordo = 1, %, > %,> +. £ 
@ = {PV EVAVNF FB VN = @), 
Wi= WF, W — UW,, 
则 FCW CX — H. W 显然 是 开 的 , 今 指 出 它 是 闭 的 。 设 x € X 一 
W. %, 的 元 素 中 含 * 者 设 为 Vi, 则 {7,} 是 * 的 邻 域 基 。 改 对 某 
Ak, nF 一 2. #V DW = 8 , 则 对 某 个 # 和 某 个 VE %,, 
有 FenP => @. H Vn F= ó, 故 V 含 有 Ti 外 部 的 点 , 故 
V4CV， 这 意味 着 ze V,CVCW, Wk V, DW = @, 而 必须 有 
W = W. 
在 此 叙述 的 条 件 也 是 了 这 一 0 的 必要 条 件 . 关于 它 将 在 以 
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后 叙述 。 在 给 予 集合 大 及 其 某 子 集 族 2 Br, WT YCX,4 fE Y 
上 的 限制 B|Y Eg 1UnY:U EE BU} 而 言 。 
14.8 命题 Bai: 零 维 空间 X" 及 其 子 空间 是 dim < 0 的 . 
证 明 对 于 各 i, 设 X, 为 腐 散 空间 X 的 搁 贝 ,看 做 X* — HXx,, 


设 2 为 它 的 Baire 距离 。 对 于 Y, 一 开 Xi 的 各 点 y, 确 定 z(y) € 
X*, 到 第 4 坐标 为 止 和 3 的 坐标 一 致 ， 若 令 

Bs (SG): € Y, 
则 此 开 覆 盖 列 (4z,) 满足 命题 14.7 的 二 条件 , 故 dimX* 一 0. 车 
取 XX 的 任意 子 空 间 Y 2 B， 则 {人 Us|Y} 又 满足 命题 14.7 的 二 
个 条 件 , 故 dimy 一 0. I 

149 命题 若 X 是 可 分 度量 空间 且 indX = 0, 则 dmX = 
0. 

证 蚜 ” 因 indX 一 0, 故 对 任意 的 ,有 既 开 且 闭 的 集合 为 元 素 
的 覆盖 4Z,, 使 meshWU。s < 1/n。 设 ,的 可 数 子 覆盖 为 {Ui}。 
令 

Vi= UU, Vi=Ui~ VU, i=2,3,°*, 
则 9 一 (Piri e N) Ë X 03T 838 , WSB 
mesh3rs < 1/n, ord9, = 1, 
故 由 命题 14.7 有 dimX — 0. 

14.10 定理 《Ponomarev-Hanai) 对 于 空间 X = @ , F#|= 
个 条 件 是 等 价 的 . 

(1) XX 满足 第 一 可 数 性 。 

(2) XxX 是 度量 空间 的 开 连 续 象 . 

G) XX 是 dim 为 0 的 度量 空间 的 开 连 续 象 . 

证 明 《3)>(2) 之 (1) 是 明显 的 ,只 省 证 明 (1) 祈 (3), k= 
(IB(a):a € A) 为 X 的 基 ， 4 看 做 离散 空间 , 考虑 Baire 零 维 空间 
4°. 设 3 为 这 些 如 的 点 (ou) 的 全 体 ,使 {B(w)} 是 和 的 某 点 邻 
域 基 , 根据 命题 14.8, 5 是 满足 dimS 一 0 的 度量 空间 , 由 f((%)) 一 
ñ p(e) 定义 f:S 一头 , 则 因 X 满 足 第 一 可 数 福 , 故 f 是 到 上 的 肌 
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射 。 

为 判断 ) 的 连续 性 , 设 2 一 (a,) 《5,f(z) = z+ U 为 < 的 任意 
邻 域 ， 因 { B(o)} 是 + 的 邻 域 基 , 故 有 7 存在 使 ze BCe,)CU， Wk 
了 为 第 = 个 坐标 是 mw 的 8 的 点 全 体 , 则 是 “的 邻 域 , B. Ky) 
Bles)CU。 店 为 连续 的 . 

其 次 ,检验 J 是 开 的 ，4。 的 立方 令 域 从 第 一 坐标 到 第 ” 坐标 
分 别 由 ma，*…， oas 确定 者 写 做 F(a -… os)， 只 需 证 明 Vo 

ge) 人 5S 在 f 下 的 象 在 X 中 是 开 的 。fVlm… a.) n 5)C 


ñ" BKar) 是 明显 的 , 故 证 明道 不 等 式 
Xea)ne) fco. 


当 ñ B(o) 一 分 时 是 没有 问题 的 ， 故 考 不 ñ B(e) = % W, 


Wise y. 存在 形 如 
{Bo), +**, B(e,)s BP) BBs+2), +°) 
的 ”的 邻 域 基 。 若 令 
六 一 《oa on Bor Bo 
j) € Fa ao) YS B. (8) = y, 放送 不 等 导 式 也 是 正确 的 ,从 而 


XFCo…'oo)n3) 一 ñ B(e). 


此 右 端 为 开 的 。 
14.11 定义 给 与 空间 X 到 Y 的 映射 f: X— Y 及 基数 
时 , 是 * 有 贞 射 是 指 任意 的 点 逆 象 的 重 数 < * 而 言 。 I HHE SK 
为 映射 ， 当 z 为 有 限 基数 4 时 ,若是 x 映射 但 非 ? 一 1 映射 , 则 
称 f 的 阶 数 《order) ordf E: na, 
14.12 推论 若 Xx 具 有 点 可 数 基 , 则 X 是 某 度 量 空间 5， 
dimS < 0 的 开 , 连 续 , * 肌 射 的 象 . 
证 明 ， 定 理 14.10 的 王 明 中 的 22 是 点 可 数 基 即 可 。 
此 逆 亦 真 ,关于 它 请 看 定理 18.8, 
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3 题 


2. A 在 可 数 无 限 个 : 的 很 积 中 ,给 与 箱 拓 引 , 风 不 满足 第 一 可 数 性 ,从 
而 也 不 可 下 离 化 。 

2. 8 设 x 为 全 断 紧密 量 空 间 ， 落 居 是 非 退 化 的 【aan-degeaerate)， 妈 
着 含 二 点 以 上 , 则 x==. : 

2.C 考虑 积 空间 xxy. iG 4C x, BC Y, WJ 

. Bry(Ax B)=(BeyAx B) U (Ax BryB)》， 

2.D 设 @=(U.: e€ 4) 2SsÜ x APR. 35 % 被 阶 数 < ”的 开 
Na y—(V,:B€ B) 细 分 , 则 4 被 阶 数 生 = 的 开 王 盖 一 一 细 分 . 

提示 设 p:B-4 为 Yy 到 & 的 加 细 贞 射 ， 若 W.=U (Va: p(0)=e=), 
w =(W,:z€ AJ, HL % 加 为 所 求 。 

2. E。 fEIIESEOTIESE RS Lebegue 数 的 非 紧 的 度量 空间 。 

2. F ”对 于 度量 空间 X,Y, 考 虑 f; Xx 一 Y. 对 于 任意 5>0, 存 在 5>0, 若 
402) <s, HlaCG(z), FG) <s bb, 称 f 为 一 至 连续 的 《uniformly con- 
tinaono)， 落 X 的 任意 开 履 盖 具有 Lebesgue 数 。 则 任意 的 JE c(x, y) 是 一致 
连续 的 

2. G 正规 空间 的 点 有 限 开 履 盖 ,可 由 补 零 覆盖 一 一 纲 分 。 

2.9 AFTER X, 着 d(e; 六 =4(w 为 >0.=fzs 雪 一 {o sy 
立 ,出 称 为 超 精密 的 。 若 x 为 这 种 空间 由 对 于 任意 =€ X 及 任意 。>0, 有 
9< 5 < 的 5 存在 ,没有 和 <* 的 距离 为 3 的 点 。 

提示 “与 * 的 虐 离 为 ; 的 点 全 体 写 做 D(z, 四 , 仅 考 典当 D(x, e/2)= g 
时 即 可 。 此 式 左 端 仅 为 一 点 组 成 , 设 之 为 。 又 仅 需 考虑 D(x， s/3)=2 的 
情况 , 设 d(x, z) =a/3, 3 4(y, s)=8, WURBD BR, 

2. 作出 超 精密 的 非 可 分 的 度量 空间 。 

2.J(Janos) Cantor 集 C 是 超 精 密 且 可 耻 离 化 的 。 

提示 。 取 数列 太一 1/37,f 一 1,2,,… JBL 10.6 的 记号 ， 二 点 s==(8,5, 

,=x(8.64……) 的 距离 由 下 表 确 定 。 


70) — 11) 


1000) —% (01) —, 1010) —% 17011) 


ofa 


= as 
HK000) 一 > 1(001) 一 > 


设 *<x>， 表 示 第 * 行 > 所 属 区 间 即 K6…5)》 到 * 所 属 区 也 ICe es) 过 
WEB a, 的 和 设 为 sr(xsz). 令 2(z x) 一 dyx)， 这 是 所 求 的 距离 。 
注意 (a) 的 任何 子 列 全 具有 不 同 的 和 。 

2.K XC FR 是 紧 的 充 要 条 件 是 x 是 有 界河 集 。 

提示 是 定理 12.6 的 推论 。 

2. 设 有 紧 7 空间 Xx, 使 尾 CX， 习 =X 且 X 一 R" 仅 含有 有 限 个 点 。 
此 时 若 s 一 1, 则 X 一 R 至 多 有 二 点 ,车 n22; J| x — 民 仪 是 一 点 

提示 参考 2.K. 

2.M 空间 X 是 完全 可 分 的 充 要 条 件 是 X 是 (cims0)》 可 分 度 最 空间 的 
开 连 续 象 。 

提示 “作为 定理 14.10 的 证 明 中 的 @ 取 可 数 基 。 

2.N 试 艇 出 完全 可 分 的 但 不 可 距离 化 的 Ts 空间 。 

提示 “例如 在 1. G 给 予 的 空间 就 是 。 
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第 三 章 仿 紧 空 间 


815. E 规 列 


184 定义 已 与 空间 X 及 其 子 集 族 WU， 对 于 X 的 子 集 4， 
令 
%Z(A)= U(U e 2 “:Uñ 4 = @), 
称 之 为 4 关于 和 的 星 (star), 特别 地 , 当 4 为 一 点 集 {x} 时 ,简单 
地 写 做 BCx), 令 
B= {UVU UU WU NU @), 


al 一 lu UsDU,€ Bs U, DU, gj， 
M] (z) D 2(°". 令 
B= {Ux): rE XY, 
WU* — {UU UU}, 
则 ae < 人 UU* < (@z2)° 一 {B(x);x EX}， 下 述 记 号 也 是 全 
利 的 。 
UAA) = X — 2zZ"(X — A). 

各 li 是 开 履 盖 , 对 于 各 i, Bi > 5 和 成 立时 , {Bi} 称 为 
TEL. JFR026 al 是 正规 的 是 指 以 al — 2Z, 为 出 发 点 存在 如 
上 的 正规 列 。 任意 开 履 这 都 是 正 需 的 空间 称 为 全 体 正 廊 空 间 
(fally normal space)}， 对 于 开 履 盖 Ci ,WU > % sü 27 >>9* 成 
立 的 开 必 盖 9 分 别称 为 ai 的 A 加 细 或 # 加 细 - 

152 定义 了 是 空间 X 上 的 伪 牙 离 〈《pscado metric) 是 指 对 
于 任意 三 点 x, y, z€ 和 ,满足 下 列 四 个 条 件 者 

G) a(<x,=z)= 0. 

Q) a(,y)= 4(y, z) 2 0, 
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(3) ¿(z,y) < 4C,z) + a(z, y). 

(4) S.Cx) 一 [e € X:4(z2 , z) < s) * fE s 是 开 的 . 

对 未 导 人 拓 和 孙 的 集合 X 可 考虑 伪 距 离 . 那 是 除 条 件 (4) 外 满 
足 甚 余 的 三 个 条 件 的 4， 在 本 书 中 如 不 做 特别 声明 , 是 指 满足 (4) 
的 伪 距 离 . 

空间 X 上 的 伪 距 离 4, 由 zRy<>a(<, y) = 0 给 出 XxX 上 的 等 
ft R. W z 所 属 的 等 价 类 为 x*,X* 一 XX/R,f:X 一 XX* 为 射 
E. 令 ZCx*,y*) 一 d(x,y), 则 X* 为 度量 空间 ， 这 个 《X"，2) 写 
做 Xid， 对 任意 8 > 0, 因 fA《S.《x*)) 一 S.(z), ik f 是 连续 的 . 

153 引 理 空间 X 的 二 元 补 零 开 履 盖 {Uo, U,) 是 正规 的 、 

证 明 4 F. = X — U,, Fi 二 义 一 Us 根据 命题 9.14, 则 存 
在 fe CCX, 71), 使 在 F。 上 为 0 ,在 Fi 上 为 1. 车 令 d(x,y) 一 
JG) 一 了 y)1, 则 4 是 Xx 上 的 伪 距 离 ,而 {S38(x);x€ X} 把 {U6,Us) 
细 分 . 一般 地 ， 

{SCx: 1/2°): x € X} > (S(x;1/2i);z € X12 
成 立 , 若 {S;(x):x€ XX} 是 正规 的 ,从 而 {V6,T4} 是 正规 的 . 口 

154 引 理 ”对 于 空间 Xx 的 开 履 盖 人 BU,, 27, …… ,Uss 下 述 

竹 质 成 立 ， 


O) #£ 4 Rank, À 2 也 具有 和 加 组。 


(2) 着 各 是正 家 的 , 则 À 2 也 是 正规 的 . 
证 明 ”由 (1) 可 直接 导出 GD, SED (0.38 97; E 26; 的 A 
. 导出 G 
加 细则 人 ax > ( As) 是 容易 看 出 的 . 
155 引 理 对 于 训 问 X 的 有 限 补 堆栈 六 {U4 .…， D.) 存 
在 电台 盖 {F,，…，F}, 对 于 各 i 使 FiCU; 成 立 。 
证 明 HOKRSEA V, RIS F. 


X— UJ U,CV,CF,CU,. 
这 是 可 能 的 , 因此 式 的 左 瑞 是 零 集 ， 同 样 的 , 取 补办 集 V, nmd 
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Fox miU( 本) Cvicncu,. 继续 此 和 操作 ， 得 到 要 


= 
覆盖 {Fi}, 它 把 {E 村 jy 一 一 细 分 . 

18.6 定理 ”空间 区 的 有 限 补 堆 覆盖 (U... U, 是 正规 
的 . 

wi 根据 引 理 15.5, {UV} 可 由 零 覆 盖 {8,} 一 -一 细 分 , 若 令 

=IX— Fo U), 1 一 1 #; 则 由 引 理 15.3, 它 们 是 正规 
的 ， 故 根据 引 理 15.4， A 是 正规 的 。 822998 (F, 
+ P. YER38, B|2/09 hiq ñ (X— F) kas 3k. JK 
WU < (U, 0 1 

15.7 == 《Tukey) 空间 是 正规 的 充 要 条 件 是 它 的 任意 
AUB {Z,，…， U.) 是 正规 的 . 

证 明 必要 性 根据 定理 14.4 {V2} 是 可 政纪 的 , 故 可 由 闭 覆 
瘟 {Fi} 一 一 细 分 . 因 X 是 正规 的 , 若 对 Pi X 一 上 ;应 用 Urysohn 
定理 ， 则 对 于 各 存在 补 零 集 Yi， 使 FiCVCU;. 根据 定理 
15.6 ,覆盖 { 记 ] 是 正规 的 , 故 {U,} 也 是 正规 的 . 

充分 性 ” 设 F, 玉 为 X 的 不 相交 闭 集 . 取 (X— F,X—H) 
的 入 加 细 的 开 覆 盖 UU， 为 了 说 明 人 UM(F) 作 人 UH) 一 应 ,假定 它 
的 交 有 点 +, 由 x € 2Z(F), 存在 本 使 x € U, 6 2Z, B U, Y F = 
入 由 ze GD, fU, fE ze U,e 204, BU, H = g, 
因 U,UU,C27G), 故 2zG) F 2 @ B. UD)NH zz 
人 kx) RE [X — F, X — HY 的 如 细 . 因 2z(xz) € 2/° , 这 是 予 
Ja. 


15.8 推论 全 体 正规 空间 是 正规 的 . 
1539 引 更 设 给 与 空间 X 及 其 开 覆 盖 QU。 对 于 XX 中 的 良 
序 点 列 {xe:ak A), £ 
a < B => x, & 2/ (za) 
成 立 , 则 点 集 {x。} 是 闭 集 、 
证 明 (z) 一 FF。 着 rEX 一 人 UCF),; 则 UNF = 2, 


. 68. 


#kr8& F. # x€ (F) 一 F, 则 取 使 xE 2/(x,) 的 最 小 的 as, 有 
@z/(z.) (lz a) = @. W U(xa) 除去 一 点 xs 的 集合 U 
是 * 的 邻 域 UNF 一 G, Win x& F. 口 

15.10 例 存在 正规 的 但 非 全 体 正规 的 空间 ， 例 9.24 中 [0， 
oj 即 为 其 例 , 设 开 覆 盖 27 一 ([0, xj:x < oj R# A J 2 
车 取 任 意 m, HJ 2 (aD. E 2Z 的 加 细 ， 故 存在 四 > wm， 使 
mY (oa)， 以 下 相间 的 作出 列 m, 04，，… ,对 于 各 i 使 

ton on U(97(zD):i == 1, .., i) 
成 立 。 根据 引 理 15.9 fayw,…} 是 闲 的 ， 另 一 方面 spaie clfw， 
mh 故 la) 不 是 洒 的 。 这 个 矛盾 表明 10, wo,) 不 能 是 全 体 
正规 的 . “ 

15.11 定理 (Tukey) 度量 空间 X 是 全 体 正规 的 ， 

证 明 设 纹 为 X 的 任意 开 履 盖 ， MOTA z€ X, WE 0 < 
s(z) < 1 的 数 ,使 SCx:6s(x)) < 27. 若 令 一 {SCr:e(z)): 
ré X1, 将 指出 9 是 2 的 A 加 细 . 令 

《CD x) = U(SG):6()):y € %G21, 

《2) a= sup{e(y):y € B(x)} 
确定 z, 使 

(3) a/2 < s(z) < a, z€ %/(x), 

Ek 29 97(z) B5 ESO Way y, 使 
(4) [e,z)CS(y, sG)), y € Bx), 
由 (1) 一 (4)， 
dz u) S (z, z) + (z, y) + dlys #) 
< e(a) + ely) + ely) < 32. 
客 wE SCz:34)， 另 一 方面 ,由 (3) 34 < 68(z), 8 S(z:32)CCS(z: 
6s(z)). w 是 9r(z) 的 任意 点 , 放 Yr(z)CS(z:6e(z)) < 2¿. D) 


816. 局 部 有 限 性 和 可 数 仿 紧 空间 


16.1 定义 、 设 给 与 空间 X 及 其 子 集 族 BU ~ {VU.}, 人 UM 在 X 
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中 是 局 部 有 限 的 《locally finite》 是 指 对 于 任意 点 *6 六, 有 邻 域 V 
存在 ， 使 VNU。 关 如 的 UW 的 元 Us。 只 是 有 限 个 ，2 ES IR 
的 《star finite) 是 指 对 于 任意 的 UE G , të U. U, < Z BË) 27 
的 元 Vs 只 限于 有 限 个 ， 当 Gyw 为 开 覆 盖 时 , 若 为 星 有 限 的 当然 是 
局 部 有 限 的 ， 人 2 是 分 散 的 《discrete) 是 指 22 是 不 相交 的 且 局 部 
有 限 的 ， 此 时 特别 地 , 若 各 U。 为 一 点 集 , 则 Gy 称 为 分 数 的 点 集 . 
当 对 于 2 的 任意 子 族 ,9* 是 闭 的 时 ,WU 称 为 保 闭 的 《closure 


preserving), 
若 他 可 以 写 做 2 — U avi 而 各 9, 是 局 部 有 限 ,分 散 , 分 
j=1 


散 的 点 集 或 保 闭 时 , 则 GB 分 别称 为 局 部 有 限 ,e 分 敢 , 分散 的 

16.2 命题 空间 X 的 局 部 有 限 的 子 集 族 2 = (U,:a € A) 
是 保 闭 的 。 

征明 对 于 任意 的 BCA4，{U。:a& B) 是 局 部 有 限 的 ， 对 于 
任意 的 zEX 一 U{D。: a6 8B}， 存 在 其 开 邻 域 ,使 C= 
(ae B:VNU 天 名} 是 有 限 集 . 车 a€EB 一 C, 则 VNUs。= g, 
Mia V QU, — Z , # 

V— U(U,:a€ B) =V — U(Ú.:a € C). 
因此 式 的 右 端 是 * 的 开 邻 域 ; 故 
z&CI(U(U,:a € B}), 

而 U (U,:a € B) 是 闭 的 ， 

由 此 立即 推 得 ,分 敢 的 点 集 是 离散 子 空间 ,而 o 分 散 的 点 集 是 
了 ,集合 . 

16.3 问题 (Hajnal-Juhisz) 具有 比 连 续 统 基数 大 的 基数 的 
T, 空间 必 具 有 不 可 数 的 离散 子 空 间 吗 09 

164 定理 空间 X 的 局 部 有 限 补 零 履 盖 27 是 正规 的 . 

证 明 令 WU 一 {Uo:aE AY, ABRE B FE. 因 X 一 


1) 参看 47.19 后 面 的 校 者 注 ， 一 一 校 状 注 
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U U, 是 零 案 ， 有 Steak S V. K P.E x — U Us 


s< Da 


V,C F,CU,. 如 此 将 2 变换 为 {Vo，0。:0 < oj， 以 下 平行 于 定 
理 14.4 的 论述 ， 依 超 限 归 纳 法 知 2 可 由 零 覆盖 {F。} 一 一 纽 分 . 
Eg, € CCX, 站 为 在 F, 上 取 值 为 1, 在 X 一 DU。 上 取 值 为 0 的 函 
数 . SET zy EX, 令 

d(x, y) = 23 1|z,G) — z.G)1. 


“A 


右边 的 和 理解 为 对 不 为 0 的 ge 的 和 .根据 2 的 局 部 有 限 性 , 这 
个 4 是 X 上 的 仍 虐 离 。 

因 效 15.2 的 记号 ,考虑 射影 大 X — X* 一 X/4, 令 

YF — (SG: zt € XY, 

8 (6r)=1F(V): V € %) 是 RU 的 加 细 , EE p'(s,Cz22), 
取 xz€Fs 的 Pe 4. ER yEf 《Sx*)), 则 因 dx*,y*) = 
本 [ge(x) 一 8g)1 < 1,#£ |gs(z) 一 goby)| < 1. 故 由 lgs(*) 一 
gs(y)| 二 1 一 gely) <1 有 gely) 之 0。 这 意味 着 ye Ug, 而 
TSA CUs. 

根据 定理 15.11, 因 9% 是 度量 空间 X* 的 开 履 盖 故 为 正规 的 ， 
ëk Jr! 6) 是 正规 的 ;而 2Z 也 必须 是 正规 的 . 

165 推论 正规 空间 的 局 部 有 限 开 覆盖 是 正规 的 . 

证 明 ”根据 定理 14.4， 正 规 空间 的 点 有 限 开 获 盖 可 由 闭 覆 盖 
一 一 细 分 , 故 也 可 由 补 零 覆 盖 一 一 细 分 . 口 

16.6 定理 (C.H.Dowker-Morita) zjEJX 80 E|3Ek ak € W zz 
{Ui} 可 用 是 有 限 的 可 数 补 零 禾 盖 细 分 。 

证 明 令 

U, = Ú U; = Ü F, UiCFiCUins 
各 2 Tiet, 各 F; 是 零 集 . 


著 令 
Vio U{Uij <), Fi= U{Fi:i < n, 
则 VCFiCVin 且 UV = X. 车 令 
. 1. 


Wi V, — F Fe = F. = 2, 
B| — j| > 288 w nw; = ë UE x 0558 8S8BBS2FSE 
R>. 若 令 


li 一 0 Ut, %,— 2/,|W;, 
JJ, 是 W, 的 有 限 材 益 ， 故 U9", 是 {Ui} 的 星 有 限 加 细 的 补 堆 
覆盖 . 

16.7 定义 当空 间 X 的 任意 开 覆盖 可 由 点 有 限 、 局 部 有 限 、 
或 星 有 限 开 和 覆盖 细 分 时 ,分 别称 x 为 点 有 限 仿 紧 的 《pointwise para 
compact), 仿 紧 的 (paracompact)、 强 仿 紧 的 (strongly paracompact), 
点 有 限 仿 紧 也 有 称 为 弱 仿 紧 、 亚 紧 等 的 ， 强 仿 紧 空间 也 有 称 为 具 
有 星 有 限 姓 空间 、5 空间 等 的 。 任意 可 数 开 覆 盖 可 用 局 部 有 限 开 
覆盖 幼 分 的 空间 称 为 可 数 食 紧 的 《countably paracompact), 

任意 正规 空间 是 否 为 可 数 仿 紧 的 问题 是 C. H. Dowker 在 
1951 年 提供 的 许多 话题 中 的 一 个 . 20 年 后 由 美国 的 女 数学 家 
Mary Rudin 给 与 了 否定 的 解答 而 结束 了 这 个 问题 ， 

16.8 命题 正则 的 Lindelaf 空间 X 是 强 仿 紧 的 。 

征明 由 命题 9.21 XX 是 正规 的 ， 故 任意 开 覆 盖 is 可 由 补 零 
覆盖 2 Way. 设 % 为 的 可 数 子 覆 盖 ， 则 由 定理 16.6 % 可 
由 星 有 限 开 覆盖 2 细 分 . 因 和 > WY , 故 X 是 强 仿 紧 的 . 

16.9 命题 ”完全 正规 空间 是 可 数 仿 紧 的 . 

证 明 ” 因 这 个 空间 的 任意 开 集 是 补 零 集 ， 放 本 命题 是 定理 
16.6 的 推论 ， 

16.10 定理 (shikawa) ”空间 和 是 可 数 仿 紧 的 充 变 条 件 是 对 
于 UD = XBU,CU,;C -的 开 集 列 {Ui} ,存在 开 集合 列 {Hj ,使 
UW, = x, W,CU, 成 立 . 

证 明 必要 性 ” 设 {Vi} 为 把 (U,) ——S2y 6598835 JEFE 
3. 若 令 G = u VipX 一 G; = Wis 则 这 是 所 求 的 ， 对 于 任意 


M r€ X, 存在 其 邻 域 U, 策 UN Gs 一 多 对 于 茶 个 4 成立 这 
732 。 


BJ z & G, še x € W, I U W, = X pyar, H W,CX — G,C V, U 
+ UV ,CU,U: UU = U, # W,C X — G;,CU,, 

充分 福 ” 取 X 的 可 数 开 覆 盖 {7i}, 令 Ui = V,U--- UV;, 对 
TU) 取 满 足 定理 条 件 的 {WW 让 ， 若 有 必要 也 可 以 改换 为 有 限 和 ， 
故 设 为 W.C W, 并 不 失 一 般 姓 ， 令 Ws = @, D = V, — 
于 -:。 于 是 {D,} 是 细 分 {P,} 的 局 部 有 限 开 覆盖 .显然 它 是 加 细 且 
£ D, 是 开 的 . 为 了 考察 {D;} 是 覆盖 ， 取 任意 z€ X. Baz € V, B 
最 初 的 >， 对 于 这 个 ,由 z&V,U.. UP = U, W. CU, 
#r& W... 8k x€ V, — W, 一 Du， 其 次 为 了 判断 [Dij 的 局 部 
有 限 性 , 若 取 z € W, 的 z, 则 对 于 m < 的 任意 不 :有 

W, DCWiAND = @. 口 

16.11 命题 对 于 正规 空间 X, 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 ， 

G) XX 是 可 数 仿 紧 的 . 

G) 大 的 可 数 开 覆 盖 是 可 收编 的 . 

G) XX 的 可 数 单调 开 覆 盖 {U;} (D0,CU,C…) 是 可 收缩 的 . 

证 明 (1)=>(2) 由 定理 14.4 是 明显 的 ， (2)>(3) 也 是 显然 
的 ,只 证 明 (3)=>(1). 取 X 的 任意 可 数 开 覆 盖 {Vi}. 令 U; 一 V,U 
"UVi, 取 一 一 细 分 {0U,} 的 闲 覆 盖 {PF;}， 由 X 的 正规 性 取 满足 
F,CW,CU, 的 补 零 集 Wi。 由 定理 16.5， 存 在 局 部 有 限 开 覆盖 
(D: W )09——J8g. {DiN Pisj = 1.2... i i= 1,2,.::) 
是 细 分 (V) 的 局 部 有 限 开 覆 盖 ， 口 

在 此 值得 注意 的 是 空间 X 的 开 柳 盖 2 一 {U。:a€ 4} 由 具 
有 性质 ?的 开 材 盖 2- 一 {Ve:8&€ B) 加 细 时 ， 有 具有 性 质 P 的 
开 覆 盖 一 一 加 细 ， 例 如 阶 数 、 局 部 有 限 性 、 点 有 限 性 \ 点 可 数 狂 、 保 
闭 性 等 性 质 都 是 ， 若 p: B — 4 为 加 细 鼎 射 , 则 

% = {Ws = U(V,):9(8) = ay: € A) 

为 所 求 的 一 一 加 细 , 这 个 事实 经 常用 到 . 

16.12 定理 (C. H. Dowker 特征 化 定理 ) 对 于 正规 空间 
X, 下列 三 个 条 件 是 等 价 的 . 

G) 叉 是 可 数 仿 紧 的 。 
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(2) 对 于 任意 紧 度 量 空间 Y, X x Y 是 正规 的 ， 
G) XX 了 是 正规 的 . 
证 明 (1)>G) W (D, € NN} 为 Y 的 可 数 基 ，M 为 N 的 所 
有 有 限 子 集 疙 , 令 
H,= UID; € al, a€ M, 
设 4,8 25 X x Y BJ B2218. 令 
A.= (ye Y:(z, y) 6 Al, z € X, ， 
了 ,一 {yEY:(zyy)EB，xEX， 
U,= [z€ X: 4,CH,) (r€ X: B,CY — B,). 
今 指出 对 于 各 ac M, U, 是 开 集 ， 设 A, CH,, y 25 Y — H, 的 
ER, M)Ga,.2)84. ñe@EE (zo y) 的 立方 邻 域 P, x 9,, 使 
(《P, X 0,)Q4 = 多， 因 {9,:y EY 一 Hs} 覆盖 Y 一 Ha, 故 存 在 
HDR yo te y. € Y 一 Hs, 使 
Y — H,C9;,U -- - U 9,,. 
车 令 P = PnP, Y: IP, , 则 这 是 m 53 3558.0 E. 
z€ P > A.CGHR,. 
故 {xe X: A,CH, 是 开 集 .同样 可 知 (z€ X: B,CY — H, 也 是 
开 集 且 U, 是 开 集 . 
为 了 指出 {U。:a€ M) 是 X 的 覆盖 , 任 取 xEX， 因 A,, B, 是 
Y 的 不 相交 闭 集 ， 故 存在 8e M 满足 4:CHeCHCY 一 Be， 对 
于 这 个 f， 有 x € Up， 
设 {V。) 是 x 的 局 部 有 限 开 虱 盖 , 是 {Us} 的 一 一 加 细 ， 设 {Ws} 
为 x 的 开 权 盖 且 { 忆 是 {V。} 的 一 一 加 细 . 若 令 
W = UÍW. X H,:a € M), 
则 W 是 开 的 且 满 足 aW. 因 (W, x Haa € M) # X X Y 'hEk 
局 部 有 限 的 , 故 根据 命题 16.2 是 保 闭 的 . I& W = UGW, X H) = 
UGW, x 日 )CUCV。 X B,)C U (U, x H.), 此 式 的 最 右 端 和 五 
不 相交 ， 
(2) 之 G3) 是 显然 的 。 
(3)->(1》 根据 命题 16.11 的 判定 条 件 (3), 答 验 和 的 可 数 仿 
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紧 性 . 考虑 U,CCU,C UU, 一 XX 的 开 集 Ui 车 令 

F = Xx {0}, 

H=XxXI—U[U, X [0,1/):: € N), 
则 王 , HE X x 1 JAR2F19E. 取 开 集 VYCX x 了 工 使 PCPC 
VeKxI—H. 车 令 

F,= (z€ X.Gx, 1⁄6 F}, 
则 F; 是 闭 的 且 满 足 P.CU,, UP, = X. 口 
本 定理 中 把 了 减弱 为 可 分 度量 空间 是 不 可 能 的 。 例 83.6 的 

Michacl 直线 尽管 是 正规 的 而 且 是 强 仿 紧 的 (参考 命题 16.8), 但 和 
了 的 子 空间 的 积 不 是 正规 的 . 


517, 5 E Z= [J 


17.1 引 理 仿 紧 7; 空 间 X 是 正规 的 . 
证 明 ”首先 为 了 指出 X 的 正则 性 ， 取 闭 集 F 及 不 含 在 其 中 的 
点 *. 对 于 的 各 点 y, 使 之 对 应 于 它 的 开 邻 域 UCy) fE KG) 
者 . 设 2¿ 为 细 分 开 覆 盖 
{X— F}U{UGy):y€ F) 
的 局 部 有 限 开 覆盖 . 考 广 意 和 是 保 闭 的 , 则 
CUFDE J (UG)2:y € F)CX — (z), 
故 X 是 正则 的 ， 
其 次 为 了 指 纽 X 的 正规 人 性 , 取 不 相交 的 闭 集 F, 如 .根据 正则 
: 妃 的 各 点 * 有 并 邻 域 U(x) 使 UCx) 几 F = Z. 2 % 为 细 分 
开 材 盖 {X 一 H} ULZ(Cx):xe 召 } 的 局 部 有 限 开 覆盖 .再 应 用 保 闭 
;有 CCEDNP = @. 
172 定理 《Dicudonné) 仿 紧 7: 空间 X 是 全 体 正规 的 . 
证 明 设 伯 为 X 的 任意 开 覆盖 ,9 为 细 分 2Z 的 局 部 有 限 
开发 盖 ， 根 据 推论 16.5 9 是 正规 的 ,从 而 2 也 是 正规 的 Dj 
17.3 定义 ”空间 XX 是 族 正规 《collectionwise normal) 的 是 指 
对 于 X 的 任意 分 散 的 闭 案 族 {Fe}， 存 在 不 相交 的 开 集 族 {6G。}， 
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I: 3 


I: 3 


浊 各 ,使 F,CG, yr, 

由 此 定义 直接 看 到 族 正规 空间 是 正规 的 .明显 地 , 仿 紧 性 、 可 
数 仿 紧 性 、 族 正规 性 在 闵 集合 里 都 是 继承 的 . 

17.4 命题 全 体 正 规 空间 X 是 族 正 规 的 . 

证 明 设 1F。:a€ 4} 为 X 的 分 散 的 闭 集 族 .如果 

Us—=X— UlFs:8 <a), z€ A, 

则 {Uo:a€ AY X89738 35. k A 1282597 ,NHS7(F.):a € AY 
是 不 相交 的 ， 实 际 上 ,对 于 a 关 8, mi w (F.)02(F O) Z @, 
则 Fen %2(F) 关 名， 从 而 Fe 站 AKCF8) = @. 另 一 方面 , 因 
人 UM(Fs) 一 Us, 故 必须 有 F. BU(Fs) 一 好 ,发 生 了 矛盾 , D 

作为 小 正规 的 非 全 体 正规 的 空间 的 例子 有 [0，on). 

175 ”定理 〈A.H.Stone) 全 体 正规 空间 X 的 任意 开 材 盖 
UM 一 4U。:a& 4} 有 局 部 有 限 的 且 z 分 散 开 覆盖 加 细 ， 从 而 全 体 
正规 空间 是 仿 紧 的 ， 

证 明 将 4 良 序 化 , EZ, 2/, 人 BU，,…" 为 以 BR 为 出 发 点 
的 正规 列 , 令 

Va = WT'(U,), 
Va = UAVa), Von = UVoss) (a 2 2), 
则 当 # 之 2 时 ,Von 是 开 的 ， 若 令 
v,= Ü v. 
a 
则 Vs 也 是 开 的 ，UXT wm)CUXKVa)CULVw)}CU。, 用 简单 归 
纳 法 一 般 可 有 2z,(V,,)CU,, #& V.CU,. 为 了 说 明 {Vo:a€ A) 
是 X 的 覆盖 , 任 取 x& X， 因 2? < BU , 故 存在 使 Wx)CU。. 
对 此 a, 因 >6e UNAU。) = V... #@& x€ V.. 令 
Heo = WV Os 
B, = 2Z;'CV.) — U) V,. 


ca 


若 再 令 
W.,, = Bsr Hes) 
则 {Won:a€ 4} 是 分 散 的 ， 实 际 上 ， 对 任意 点 z, 27, (z) 最 多 仅 
+76 + 


和 一 个 W. 26. 若 令 
W,= U[W.,:a € A), 
H, 一 U(H¿,:a € A}, 
Ml H,— w, B H, EEH09 k eFpEls E H,CD,C W, B3kSE3ED,. 
为 了 考察 U 万 ,一 X, 任 取 z € X, 确 定 使 +€ TV。 的 最 初 的 a. 因 
V.= UV... z€ Fun- 关于 某 个 > 之 2 成 立 , 因 
UA SU aAV ot) — Von CE Vs, 
#& x€ 2z;!(V.) — Ü) V, = Her Tü z€ H,. 


s<. 


故 {D,} 是 X 的 补 堆 覆盖 ,根据 Dowker-Morita 定理 16.6, 存 在 

一 一 细 分 它 的 局 部 有 限 开 覆盖 {EB;}， 若 令 
%, {EN Won:ak A), 
% = Us 

则 9 是 局 部 有 限 的 且 各 %, 是 分 散 的 ， 因 w. V. U,, 3 
%⁄ É 2“ 的 加 细 . 因 E, D,CW., Ik% ," = 4 从 而 Y= 
UE, = X, % 是 X 的 覆盖 

17.6 SIE 若 正则 空间 X 的 任意 开 覆 盖 有 < 局 部 有 限 并 覆 
盖 加 细 , 则 和 是 族 焉 规 的 . 

证 明 设 多 -一 人 Fo) 为 入 的 分 散 的 闭 集 族 ， 设 Gx 为 X 的 开 
履 盖 , 它 的 任意 元 的 闭 包 不 和 多 的 二 个 以 上 的 元 相交 ， 设 2 用 
JR: U 2, 加 细 ,各 %; 是 局 部 有 限 的 ,车 令 

Us = %/(F.), 
Us U {Un — Ut{Dis:i <i, 8 aY), 

则 Us 是 开 的 ,有 F.CU,, U, DU, — @(ea = 8). 

17.7 定理 (A. H. Stone-Michael) 对 于 正则 空间 X, 下列 
三 个 条 件 是 等 价 的 . 

(1) X 是 仿 紧 的 . 

G) X 的 任意 开 覆 盖 可 由 o 分 散 开 覆盖 加 细 . 

G) X 的 任意 开 履 盖 可 由 o 局 部 有 限 开 覆盖 加 细 ， 

证 明 (D=(2) 根据 定理 172, 仿 紧 7 空间 是 全 体 正规 
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的 ， 由 定理 175 2G4EtES02E|BJBS Tum alti s 分散 开 覆盖 加 细 。 

G)>G) 是 明显 的 . 

(3)>(1) 取 X 的 任意 开 覆 盖 U.。 取 细 分 2 的 开 覆 盖 
Ui, 各 2 ,为 局 部 有 跟 的 . 取 开 覆盖 U ,各 Yi 是 局 部 有 限 
的 且 U %,< U2Ui. 若 令 

Ui= WU, 

F; = UV:. Ve Wi, V < 4Z y, 
则 F; U. 根据 引 理 126, B XA. 故 存在 补 零 集 Vu, 满 
E FiCPHCUi。 着 令 Vi 一 Ú Val V, 也 是 补 零 集 , 因 U7 ,过 
U% 8k U Fi = x, 从 而 U V,=x.8 (n) 为 一 一 细 分 (y) 
的 局 部 有 限 开 收 盖 , 划 

{WN UD isi N) 

是 细 分 2v 的 局 部 有 限 开 覆盖 Ll 

17.8 引 理 对 于 族 正规 空间 区 的 分 散 的 闭 集 族 {P el， 存在 
分 散 的 开 集 族 (G. ,对 于 各 a, F.C G, 成 立 . 

证 明 ” 取 不 相交 的 开 集 族 {H。}, 使 对 于 各 a, F.C H, 成 立 ， 
&F= UF.,,H= UH... R f€ C(X, 7 了 ), 使 之 在 F 上 取 导 为 1， 
在 X- 遇 上 取信 为 0. pG — [se xu) > |,e. 一 HNG， 
则 (G. 即 为 所 求 ， 口 

17.9 定理 仿 紧 T, 空间 X 的 F, S H kb as au, 

证 明 jH = UR,, £ H, JEHJ8S. 设 人 U = (U.:a€ A) 25 
五 的 相对 开 覆 盖 . 对 于 各 对 应 XX 的 开 集 7 .使 U。 = V. nH. 令 
% = {7。: a€ 4}. 取 孔 的 相对 开 改 盖 gr; 使 拖 ; < 入 | 名 .再 
取 细 分 9 的 于 的 相对 开 履 盖 【Yi 各 gm 一 (ap:8e B;;) 


是 分 散 的 。 因 艺 ， < 和; 故 根据 引 还 17.8, 存 在 X 的 开 集 合 Was 
使 


F, CW; < %, P€ Bi, 
IT 一 Toe:8e Bi) 是 分 散 的 。 
978。 


Ú ,| 日 是 细 分 Ge 的 = 分 区 的 互 的 相对 开 覆 盖 ， 故 由 Stone- 
i 


Michael 定理 17.7, H Rb 09. 
17.10 ”定理 (Michael-Nagami) ” 族 正规 空间 XxX 的 点 有 限 开 覆 
盖 人 可 由 局 部 有 限 开 禾 盖 细 分 ， 
证 胃 令 WU 一 {Usza€ 4}， 若 令 F,= (z€ X:ord,2/ = 


认 , 则 对 于 各 j, 【Fi 是 讨 的 , 且 【Fi 一 xX， 由 4 的 相 异 * 个 元 
5 a 


素 组 成 的 子 集 的 所 有 族 设 为 4,。 若 令 
,= {VAB) = NAUo:aeE BB € A), 
则 F.C%3, $ 
Fs {FP) = FN VE):P Ee A.) 
显然 有 F, 一 多 二 为 判断 多 在 F。 中 是 分 散 的 , 任 取 x€ P,. 
车 令 


y=a€ A:xEU.}, 

Ml € 4, B V,G) 是 zx 的 开 领域 . 26 A,, 8 = vr 的 3 存 
在 ,使 Fwy)nFs(5) = 多, 则 对 于 此 交 的 点 y， 有 

ord,27 2: |z U6| > n. 
另 一 方面 , 因 》 € F,, 改 or 由 2 一 +, 发 生 矛 盾 ， 故 多, 在 Fs 中 是 
分 散 的 。 对 于 PE A, 
Fu(p) = F, — U(V,G:0' € A, — (8), 
故 F,(0)(8 € a,) 是 F, 的 相对 闭 集 . 

首先 对 于 入; 一 《FP,(8):8 € 44} 作 分 散 的 开 集 族 

WY = (W.,(0):8 € AJ, 
使 F(0)CW((0)C V (0) 对 各 BE A 成 立 , 且 %! K: x iu 3k Se 
集 . 作为 妇 纳 法 假定 , 设 m > 1， 对 于 m > i 的 任意 7 存在 分 散 
的 开 集 族 


Wi {WP) :BE A), 
使 A8)CV,《B)(8& ADA. E. 
% 是 补 零 集 ， 


9。 


成 立 ， 若 令 
2-0) = Fal8) — U wtp e a), 


mt 
则 因为 Z, # Fs 中 是 分 散 的 ,Fw 一 U %F 是 X 的 闭 集 ， 故 
1 
£, 是 在 X 中 分 散 的 闭 集 族 ， 作 在 xX 中 分 散 的 开 集 次 
Wm {WB € A.) 
WE F,(0)— Ú YCWn(8)CVn(8)(8E A.) B 93 E x 05 


补办 集 ， 如 此 进行 归纳 法 ， 千 果 得 到 满足 下 列 三 个 条 件 的 分 散 的 
开 集 族 列 97, oz， 
(1) %? Bage, 


@) Ú Pc U %?. 
G) Z << 
设 (D,) 是 X 的 局 部 有 限 开 覆 盖 , 且 一 一 细 分 {9% #}, 则 (p,n W: 
W & isi € N) 是 细 分 2 的 局 郊 有 限 开 覆 盖 . LJ 
17.11 定义 设 给 与 空间 X 的 子 集 族 UW 一 {U。:a€ A) 及 
% = (Vs:8€ B). % 是 人 2U 的 胶 垫 加 细 或 者 沪 胶 垫 细 分 Bl 是 
指 存在 映射 :8 — 4, 对 于 任意 的 B'C B ,使 
CU{VaBE p'y)C U(U,.:a e HB)} 
成 立 ， 这 时 的 1 称 为 到 2Z tü Ete nknpkay, 
当 BU ,是 XxX 的 覆盖 , B. % 是 U 的 胶 热 加 细 时 ， 存 在 一 
一 细 分 2 的 闭 覆 盖 多 一 (F.:e € 4}, La: A — A 给 与 入 到 
%⁄ 的 胶 热 加 细 鼎 射 。 若 令 
Feo= CCVU{Va:p Ef (0))) ,a A, 
则 {Fs:a€ A) 即 为 所 求 . 
1742 定理 《Michael) 空间 X 是 估 紧 了 ,的 充 要 条 件 是 对 
FX 的 任意 开 和 覆盖 存在 胶 垫 加 细 爱 盖 。 
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证 明 必要 性 取 X 的 任意 开 履 盖 Gil — [Uso c A). ER 
满足 区 < 2 的 开 覆 盖 9 一 {Vo:8e B}, 设 1:8 — 4 XË 
加 细 上 映射， 即 满足 1(8) = a> P,CU,. 取 满足 W < 的 局 
部 有 限 开 履 盖 97 一 {5,:Y € C), k z: C — p 为 加 细 了 映射， 因 
9 为 保 闭 的 , 故 五 = Jz:C — 4 E % 到 4 的 胶 垫 加 细 映 庙 。 

充分 性 ”为 了 观察 X 的 正规 性 , 设 1G,，G,} 为 xX 的 任意 二 元 
RS. 因 它 可 以 被 某 个 覆盖 胶 垫 加 细 , 故 可 由 闭 覆 盖 (F, F.) 
一 一 加 细 。 故 X 为 正规 的 ， 由 定理 17.7 ,为 了 说 明 X 的 仿 紧 性 , 作 
HU EST N 27 一 (U: a € A) 的 分数 的 开 覆 盖 即 可 。 

首先 对 于 各 守 作 一 一 咬 热 细 分 WH 的 覆盖 {Cwm:ae AJ, 对 于 
£ s€ 4, 各 i 设 

Q) a{U cs) ne... = 2, 


Bea 


@) caNna(U cm)— 8 


>a 
同时 成 立 。 其 中 4 看 做 良 序 集 ， 设 {Catae 4) 是 一 一 腕 执 细 分 
20 的 要 盖 ， 作 为 归纳 法 候 定 , 设 对 于 i 1.2... n, BB T 8 
足 (1),(2) 的 {Co}， 现 化 出 {Caanrj， 对 于 各 ae 4, 令 
G) Um ~ UA(UY cs): 


Bea 
则 (ynrace A} 是 xX 的 开 履 芋 ， 实 际 上 ,对 于 任意 的 x EX， 若 取 
ze 芒 的 最 初 的 w, 因 cl( U c.) U U, 


<a <a 


z€ U,— U UsCU, ~— cl(U cm) 一 Ten 


<a Ba 


设 (C.a ata € AY 为 一 一 胶 垫 细 分 《Toorisxe 4} 的 覆盖 。 由 

C.a CU, , 和 (3) 直 接 得 到 (1)。 由 (3) 有 C., U, = @(8> 

Əagce,n (U Vim) = 8， 另 -方面 由 cl( U conn) 
pon B> 


UJU), 故 知 (2) 的 正确 性 。 
x< 
其 次 作 开 覆 盖 (V.o € A, i € N), WT FAR0S E 
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《4) V¿CU,,z€ A, 
G) VufVa— ó, = B 
局 时 成 立 。 在 此 , 令 
Va=x— ct(U ca) 


Ba 

即 可 。 因 {Co:a € 4} 是 覆盖 , 故 由 

VaCCaCU,, a€ A, 
知 (4),(5) 成 立 。 各 V. 显然 是 开 的 。 为 了 表明 [useE4eN)} 
是 覆盖 , 任 取 *e X. 2 

好 minfac4:xecCul， 

则 对 于 某 个 有 

or = min{ ot € N). 


对 于 此 不 , 今 指出 


XE Vo 

成 立 . 由 wx 的 定义 , 因 >6 Cat4: 故 由 (2) 有 

《6) z=&CI(UIC,,ara > ar). 
再 由 ai 的 定义 , 对 于 基 a 之 as 有 ze Coits, 故 把 (1) 式 中 的 
了 换 为 十 1 时, 有 

(7) xECICYU{CS rn:p < a). 
由 (6) 和 《7) 知 xE Vetn BRA, 

在 最 后 取 一 一 胶 垫 细 分 {Tu:ae A, e 入 } 的 发 盖 {Dw:a€ A, 
iEN}, 车 令 


D, = U{Ds:a€ A), 
V; = UV: € Ay, 
MID,CV,. SOT W; Ë D,CW CW, V, 12 
2 = W.D Vs: A), 
% = UY, 
则 各 %, 是 分 散 的 且 ”是 细 分 名 的 开 覆 盖 , 口 
17.13 推论 空间 X 是 仿 紧 7: 的 充 要 条 件 是 X 的 任意 开 覆 
盖 可 由 保 闭 的 闭 覆 盖 加 细 . 
证 明 必要 性 ”对 于 X 的 任意 开 覆 盖 27, 取 开 覆盖 Y， 使 
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% >. WF 取 局 部 有 限 开发 盖 Y', 使 >>W。 此 时 
9 是 纽 分 U 的 保 闭 的 闭 覆 盖 . 

充分 性 ”和 企 意 开 覆 次 2/ 若 被 保 闭 的 闭 履 盖 多 细 分 ; 则 多 
是 和 的 胶 垫 加 细 。 

17.14 推论 仿 紧 了 :空间 X 的 六 连续 象 是 仿 紧 T, 空间. 

证 明 设 f:X 一 了 是 到 上 的 闭 连 续 映 射 。 设 27 为 了 的 任 
意 开 履 盖 。 设 多 为 细 分 站 (人 UU ) 的 保 闭 的 闲 覆 盖 。 因 藉 多 ) 是 
细 分 和 的 保 闭 的 闭 覆 盖 , 故 了 根据 上 述 推论 是 仿 紧 T, 的 

17.15 定义 当空 间 X 是 紧 集 的 可 数 和 时 称 X 为 " 紧 的 . X 
的 各 点 具有 紧邻 域 时 称 X 为 局 部 紧 的 《locally compact)， 一 般 地 
X 的 任 窟 点 其 看 有 性 质 P 的 邻 域 时 X 称 为 局 局 部 的. 不 加 说 明 担 
到 局 部 ?的 时 候 全 理解 为 这 种 意义 ， 这 个 定义 的 方法 称 为 一 了 邻 域 
的 定义 ， 到 现在 叙述 中 的 例外 是 10.1 中 局 部 连通 性 的 定义 。 那 
时 对 各 点 取 两 个 邻 域 定义 了 ,那样 的 定义 称 为 二 邻 域 定义 . 

1746 引 理 设 人 BU 为 紧 空 间 X 的 某 非 空子 集 族 . 若 为 
局 部 有 限 的 , 则 它 也 为 有 限 的 。 

证 明 VEZ = (U,:e € 4 从 各 局。 中 到 一 点 xz. 由 和 的 
局 部 有 限 性 {ze:we AY 是 相同 的 点 只 限于 有 限 个 。 再 者 , 因 {x。: 
a € 4} 是 分 数 的 点 集 , 节 由 X 的 紧 性 ,必须 是 有 限 集 . 即 |4| < eo. 
D 


17.17 定理 对 于 局 部 紧 的 仿 紧 T, 空间 X, 下 述 竹 质 成 立 。 

(D X 是 强 仿 紧 的 . 

(2) 存在 X 的 不 相交 开 覆 盖 {X。} 使 各 X. 是 紧 的 。 

证 明 〔〈1) 设 和 为 和 的 任意 开 覆 盖 ， 取 开 覆 盖 Y ,车 < 
%4/,BV EY , 则 六 是 紧 的 . 129 = (W.:a € 了 3} 为 细 分 区 的 局 
部 有 限 开 覆 盖 . 各 及 .是 紧 的 ， 改 若 应 用 引 多 1716, 至 多 有 限 个 
6 EB 使 到 站 Ws = 8。 故 是 星 有 限 的 而 X 是 强 仿 紧 的 。 

Q) 在 8 导入 等 价 关系 ~~。o vB 是 指 a 一 ea. sn 一 
8 的 有 限 列 存在 ,使 Ws 站 Wy 关 人 一 1 一 1 根据 这 
个 等 价 关 系 分 类 为 了 一 U{fBe:ae AJ. 若 令 
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Xo U(W,:8 € B.), a 6 4, 
则 {X。:o€ 4 即 为 所 求 。 各 X, 是 开 的 且 X, X, 一 @(e = 0), 
UX. 一 是 显然 的 ， 故 各 X。 也 是 闭 的 。 由 % 的 星 有 限 性 ， 各 


B。 是 由 可 数 个 指数 组 成 的 ， 故 可 表示 为 Xe 一 Ú Wa. W X. É 
闭 的 , 故 也 可 以 写 为 x. = Ú W.N X. E o ES. n 


17.18 命题 局 部 紧 二 空间 xX 是 完全 正则 的 ， 
证 明 取 x&X 及 其 开 邻 域 U， 设 K 为 * 的 紧邻 域 , 若 令 
V ~ UNItK, 则 x€ V， 因 KK 可 以 看 做 是 正规 空间 , 故 有 fj € CCK， 
了 ,使 Kx) — 1,10) — 0(y € K — V). 由 
z|K — j. gy) — 0 G € X — K) 
定义 的 函数 是 连续 的 , 且 满足 g(x) 一 1, gG) 一 0(y € X — U). 
口 


[0, om) 是 局 部 紧 且 正规 的 但 非 仿 紧 的 。Tychonoff 板 是 局 部 
紧 7 的 但 非 正 规 的 . 

17.19 引 理 若是 仿 紧 的 ,Y 是 紧 的 , 则 X XY 是 仿 紧 的 . 

证 明 设 2Z 为 忆 XY 的 开 履 盖 ， 必 须 指出 它 可 用 局 部 有 限 
开 覆 盖 细 分 ,为 此 只 考虑 @ 是 由 立方 邻 域 组 成 时 就 足够 了 .G = 
ÍU, x Vo:a€ 4}， 因 在 任意 x* € XX 上 立 的 线 {x} x Y 是 紧 的 , 故 
存在 4 的 有 限 子 集 4., 使 

{x} x YC U(U, X Vat 4.}, 
若 令 UGx) 一 D(AU,:e € A.) M| 
ftz x YC UlUGe) X Y,:a€ A,). 
341: € X123— —BB3Y(U,: z € X85588 IRF 6 ,K1 
{Ws X V.:a € Ar € X) 

是 细 分 2 的 X x Y 的 局 部 有 限 开 蓝 盖 . 

120 定理 ” 若 X 是 仿 紧 空 间 ,Y 是 局 部 紧 的 仿 紧 T, 空间 
则 X x Y tb 609. 

证 明 ik Ge 是 XXY 的 任意 开 覆 盖 , 取 Y 895562 R3FE 
# % 一 {Voia EA}, 对 于 各 a, 使 7 是 紧 的 由 引 理 17.19X x 


a 


V. 是 仿 紧 的 , 故 它 有 局 部 有 限 的 相对 开 改 盖 和 。 使 

Us %/|x x V,. 
因 {X x V,:a € A) 是 x X Y 的 局 部 有 限 闭 权 党 , 故 UB 在 
X XY 是 局 部 有 限 的 ， 若 令 


@% = U (UX x v), 


= 
则 22 是 细 分 27 的 X XY 的 局 部 有 限 开 覆 盖 . 

17.21 定义 映射 FX — Y 是 紧 映 射 是 指 各 点 ”E&Y 的 北 
象 1"1(y) 为 紧 的 。 紧 的 , 闭 的 且 连 续 的 映射 称 为 完全 路 射 《perfect 
mapping). 注意 也 要 求 K(X) 在 Y 是 闭 的 。 

17.22 命题 若 f:X 一 Y 是 完全 映射 且 Y 契 仿 紧 的 , 则 XX 也 
是 优 紧 的 。 

证 明 ”只 考虑 了 是 到 上 的 情形 就 已 足够 。 设 

We 一 {De:ae 4) 
为 X 的 任意 开 覆 盖 。 对 于 各 ye Y ,确定 4 的 有 限 子 集 4,, 使 
F'GD2CUIU,:e € 4} = V;. 

若 令 Wy) = Y — (X — 7)， 因 了 是 闵 的 : 故 这 是 的 开 邻 域 . 
设 {D,:yE 了 ]} 为 一 一 细 分 { 柬 人):7<Y} 的 了 的 局 部 有 跟 开 恬 盖 . 
若 注 意 作 (DJ)Cf AWG))CV, 及 {MD,):y€ YY} 在 X 是 局 部 
有 限 的 , 则 


{DN UE Ay € Y) 
R X8J P S IRF 85, B 382 %Z , 


$ 18， 可 展 空间 和 距离 化 定理 


18.1 定理 《Bing-Nagata-Smirnov) 对 于 正则 空间 X, 下 列 性 
质 是 等 价 的 . 

(1) X 是 可 距离 化 的 . ` 

(2) X 其 有 分散 的 基 . 

(3) XX 具有 oa 局 部 有 限 的 基 、 


... 


证 明 (1202) 根据 Tukey 定理 15.11, 和 是 全 体 正规 的 ， 
从 而 是 仿 紧 的 、 故 X 的 开 履 盖 {Sw(s):reX} 可 由 5 分散 的 开 槛 
盖 li 细 分 ， 则 UZ; 是 X 的 5 分 散 的 基 。 
(2)>(3) 是 显然 的 。 
(3)>(1) 取 X 的 基 UB;, 对 于 各 i, 设 Ui 一 [Ua € 4 
是 局 部 有 限 的 . 取 X 的 任意 开 覆 盖 YY, 若 令 一 {Us€ Ui: Us < 
YY WJ U97; < % B. (U%;)# = X, TE % 可 由 5 局 部 有 限 
JF U97, 细 分 ,根据 引 理 17.6, X Rek F 3089. 
对 于 Uee 27, < 
F,, = U(U:U € Wi, UCU.), 
MJ Fu 是 闭 的 ， 取 fs;€ C(X, D ,满足 
fir) — 1, r€ Fo 
fa) = 0, z€ X — U,, 
Tx, y€ x, #& 
da, y) = Dy) Fa) — fi) 1 


< 


dr y) = Z22(du(z, y)/25i(1 + dslx, »))), 

则 容易 看 出 这 个 是 与 * 的 拓扑 一 致 的 距离 . 

182 定义 空间 X 的 开 覆 盖 列 Z, WU,,… 是 的 展开 列 
(Cdevelopment》 是 指 对 于 各 点 EX，{QV1(4) :iE N) 是 < 的 局 部 
基 . 具有 至 开 列 的 空间 称 为 可 展 空间 * (deveiopable space)， 正 则 的 
可 展 空间 称 为 Moore 空间 . 

183 问题 (Moore) 正规 的 可 左 空 间 能 否 虐 离 化 *。 

此 问题 从 提出 已 经 历 了 近 兴 个 世纪 ,但 依然 未 解决 . 

184 引 理 ik F, 五 为 空间 X 的 不 相交 闭 集 。 对 于 X 的 正 
规 列 {B}, 若 B, < (X — F,X 一 有 成 立 , 则 存在 1€ CCX,1)， 
使 Ge — 0(z € F), FG) — lx € BD. 
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1) 在 附加 约 集 论 假设 M4 + 7CH 下 ， 已 证 明 存 在 不 可 度量 化 的 正规 Moore 空 
间 。 详 见 周 沙 旋 。Martin 公理 及 其 应 用 开 华中 工学 院 学 报 )1979 年 、 一 一 校 
者 证 


. 86. 


证 明 ”和 Urysohn 定理 9.9 证 明 相同 ,引出 如 下 的 等 高 线 。 
UG(1/2) = QF), 
U(1/4) = UAF), UG/4) = UB AF), 
UG(1/8) = AF), UG/8) 一 OBE 
3 x€ UUG) 时 , 令 f(%) = inf{1:x€ UQ)), 53 & U UG), 2 
f(x) = 1, 则 f 为 所 求 的 函数 。 
185 定理 ” 若 空 间 X 的 开 覆 六 27 是 正规 的 ， 则 存在 细 分 
2 的 局 部 有 限 且 0 分 获 的 补 零 覆 益 
证 明 ”借助 于 上 述 引 理 , Stone 定理 17.5 的 证 明 照 祥 可 应 用 
于 本 定理 。 在 定理 17.5 的 证 明 中 , 根据 上 述 引 理 D, 蚌 补 零 集 即 
可 。 另 外 E， 也 是 补 零 集 即 可 . 
本 定理 和 定理 16.4 归纳 起 来 可 以 叙述 如 下 . 空间 X 的 并 覆 
盖 是 正规 的 充 要 条 件 是 它 可 由 局 部 有 跟 的 补 堆 覆 其 加 细 。 
18.6 ”定理 (Alexandroff-Urysohn) 着 空间 X 具 有 正规 询 组 成 
的 展开 列 {Q;}, 则 X 是 可 耻 离 化 的 
证 明 ”为 了 观察 X 的 正则 性 , 取 x e x 及 其 开 邻 域 U， 若 取 
@Z,(GG) CUB n,J) CIC27,,(a))C27,(). ñkX BEES H 3E 
理 18.1, 若 说 明 X 具 有 o 局 部 有 限 的 基 , 则 XX 是 可 距离 化 的 。 
根据 定理 18.5 ,对 于 各 Bi, 夺 在 细 分 它 的 局 部 有 限 覆 盖 7;。 
为 判断 UY; 构成 基 , 取 y e x E OF SR. 确定 使 
Bnly)CWW, 若 取 满 足 yEVEYNm 的 F: 则 VC47,G). &T 
VCW. 
187 定理 (Bing) 族 正规 的 可 展 空间 X EE z[ FEBS es. 
证 月 设 人 ,BU;，,… 为 X 的 展开 列 。 为 了 指出 X 是 仿 紧 
的 , 取 任 意 开 履 盖 BU — [U ,:a € 4}， 在 此 设 有 4 为 良 序 集 。 车 令 
Ei ~ {Hi = 270) — 内 paes 4), 


则 如 ,是 分 数 的 旦 U 2, BE X, 取 分 散 的 开 集 族 {7u:ae 4}, 使 
H,CV,,CU,, a€ dA, 


.... 


成 立 , MV ra € 4, i € N) 是 细 分 2 的 o 分 散 开 覆 盖 ， 故 根据 
Stone-Michae) 定理 17.7, X ESE 00 , 122 k E 3189. 
# 2 Yrs -是 X 的 正规 列 , 且 对 于 各 i 有 7; < 2Z; 则 
此 列 也 是 展开 列 ， 根据 Alexandroff-Urysohn 定理 18.6, X EkWJEE 
离 化 的 。 
18.8 定理 (Ponomarey) 空间 X 具有 点 可 数 基 的 充 要 条 件 
是 X 为 度量 空间 的 开 ,、 连 续 、* 映射 的 象 
证 明 ”必要 性 ”已 在 推论 14.12 中 指出 了 。 今 只 证 阴 充 分 
性 . 设 5 是 度量 空间 ,f:5 一 X 是 满足 定理 条 件 的 到 上 的 丙 射 . 8 
S 的 了 分散 的 基 U xi, 各 ;是 分 散 的 - 因 忒 U,) 构 成 X 的 基 。 
今 指 出 这 是 点 可 数 的 ， 因 对 于 *eX: 广 :(z) 是 完全 可 分 的 , 故 
Fim (U e gz NNU GY 
是 可 数 的 ， 故 9- 也 是 可 数 的 . 在 KU2) 的 元 中 含 < 者 是 
KU9%) 的 元 , 故人 UBL) 是 点 可 数 的 ， 
189 定理 对 于 空间 X, 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 。 
《1) x 具有 点 有 限 覆 盖 组 成 的 展开 列 . 
(2) XE (dims < 0 的 ) 度量 空间 5 的 开 、 紧 、 连 续 映 射 的 


(3) 区 是 点 有 限 仿 紧 的 可 展 空间 . 
证 明 (D>(2) 设 
Bi— Ue) mE Ay i € N 
为 X 的 点 有 限 覆 盖 组 成 的 展开 列 。A; 看 作 是 离散 空间 , @ b zs 
BITI 4;. 若 令 
S= ((eD) € ITA: Q U(oe) = 2}, 

Wi (2Z;) E 832], 直接 得 到 对 应 于 5 的 点 (a,), (UCaD) 是 一 
点 ， 若 :5 一 是 由 天 (a;)) = 由 U《es) 定义 的 ， 则 根据 讨 准 的 
论 法 (参照 定理 14.10) 知 f 是 到 上 的 开 连 续 映 射 。 

为 了 考察 了 的 紧 性 , 任 取 ee X. < 

了 一 fed4isxeUfa)}， 

WJHR38 v 的 点 有 限 往 ，B, 是 有 限 集 , f(x) = HB; 由 Tycho- 


» Bs 


noff 积 定理 ,此 式 的 右 端 是 紧 的 . 故 f 是 紧 的 . 

若 将 U 4; 看 做 离散 空间 ， 则 3 可 看 作 是 《U47)* 的 子 空间 ， 
故 由 命题 14.8, S 是 dim < 0 的 度量 空间 , 

(2)>(3) 设 产 3 一 XX 为 度量 空间 5 到 X 上 的 开 、 紧 ,连续 映 
射 .为 了 指出 X 是 可 展 空间 ， 取 3 的 开 覆盖 Yi， 使 mes; < 
li. 令 U, 一 HY)， 任 取 x* € X 及 其 开 邻 域 U. 因 P'O) 
人 MD) B f (e) 是 紧 的 , 故 df (x), S — F*(U)) = a > 0. 着 
H $ a > 1⁄k, 则 AKI))CfXAU)， 帮 有 人 Ur)CUV, 而 
{Bi} 是 XX 的 展开 列 ， 

其 次 为 了 指出 X 是 点 有 限 仿 紧 的 , 取 X 的 任意 开 覆盖 27. = 
令 为 细 分 六 《BY) 的 5 的 局 部 有 限 开 覆 盖 , MJ (C) < 27. 
任 取 xEX, 由 引 理 17.16, IÑ (e) 是 紧 的, 故 和 它 相 交 的 的 
元 素 至 多 有 有 限 个 ， 故 2-) 是 点 有 限 的 . 

G)>Q) 设 li 为 X 的 展开 列 。 对 于 各 BU; 取 组 
分 它 的 点 有 限 开 覆盖 9 1, 则 9%, %,, - … 是 展开 列 。 

根据 定理 18.9， 下 面 的 问题 是 Moore 的 距离 化 问题 18.3 的 
特殊 情形 。 

18.10 问题 〈Aiexandrofft) 度量 空间 的 开 、 紧 、 连 续 映 射 的 
象 如 果 是 正规 的 ,能 否 距离 化 0? 

18.11 定义 f:X— Y 是 伪 开 的 《pseudo open) 是 指 对 于 任 
意 的 ye 了 ,f(y) 的 任意 邻 域 U ,JCU) E: y 的 邻 域 而 言 . 

由 此 定义 的 伪 开 上 映射 恒 为 到 上 的 映射 。 到 上 的 开 映 射 及 到 上 
的 闲 映射 都 是 伪 开 的 。 

18.12 问题 〈Arhangelskit) 度量 空间 的 伪 开 、 紧 、 连 续 映 庙 
的 象 如 果 是 全 体 正规 的 ,能 否 距 离 化 ?? 

1813 例 (Bennett) 考虑 在 例 13.6 中 的 Michael 848 X K 
其 离散 部 分 3。 今 指出 这 个 和 是 度量 空间 经 施行 二 次 开 , 紧 、, 连 续 


1) 这 时 该 象 空间 吓 点 态 紧 Moore 空间 ， 参 看 15.3 的 校 者 注 ， 一 一 校 者 注 
2) 此 问题 已 由 M. M. doban (RHAH., 174 《1967), p.41) MEB, #3F Arhan- 
gePskii BJ3E2E (Actas, Congrëés inteen,, 1970, Tow. 2,p-21). 一 校 者 注 
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BA fes165. WEa2sjaji'x aras y. SE 
Y = (x x 10))U(S x N). 
对 于 一 (xz;0)6SX (0), 
U,Ga) = {a}U {le, :i nb, 
BU,Ca):n € NN} 作 为 的 邻 域 基 ,对 于 6 一 (x,0)E(X 一 3)X 
{0), 令 
V2 = {9,01y— zl < 1/n,y 6 X — SJ 
Uí, :|y— =+] < lr, y€S, i nh 
H IV,G2): n€ N) 作为 5 的 邻 域 基 ， 对 于 c = (zx,i) € SX N, 
令 
. Wale) ~ te), 
HIW,C):n € N) 作为 “的 领域 基 。 这 个 了 是 点 有 限 仿 紧 的 可 展 
7 空间 , 故 由 定理 18.9 是 度量 空间 的 开 、 紧 、 连 续 了 映 射 的 象 。 
f:Y 一 义 若 由 
Hx, = x i=0,1,2,... 
定义 之 , 则 f 是 到 上 的 开 \ 紧 、 连 续 映 射 、 
度量 空间 的 开 、 紧 ,连续 也 射 的 象 ， 由 定理 18.9 给 与 了 完全 解 
答 ,但 将 度量 空间 换 为 仿 紧 了 ,空间 时 , 则 面临 着 下 列 难题 . 
18.14 问题 (Arhangel'ski) 点 有 限 仿 紧 的 完全 正则 空间 是 
仿 紧 7 空间 的 开 ,、 紧 ,连续 了 肌 射 的 象 吗 ? 


习 题 


3.A 当 给 与 空间 X 及 其 开 绪 盖 2W 时 ,对 于 任意 的 4CX, 有 AC (4). 

3.B 作 保 闲 但 非 局 部 有 限 的 集 族 . 

3.C ”点 有 限 且 保 闭 的 闲 集 族 是 局 部 有 限 的 。 

3,D Sorgenfrey 直线 ( 例 11.9) 是 仿 紧 的 ， 它 的 任意 子 实 疗 也 是 仿 紧 
的 

3.E 设 六 xyY 是 完全 映射 ,对 应 于 Y 是 紧 ，Lindehit 可 数 仿 紧 、 点 有 
限 仿 紧 , x 具有 相应 的 竹 质 . 

3.F 考虑 空间 X 的 开 狂 盖 %W 一 {5。:9《 A) 及 将 它 人 细 分 的 开 覆 盖 Y > 


* SD 。 


定义 F:X—4 使 Ka)=a=>%(=)C0,, H] 3: (():s € X) 到 4 的 胶 执 加 
mk 3. 

提示 用 3.A 的 姓 质 . 

3.6 全 空间 X 具 有 性质 ?时 称 P 为 x 的 金 局 的 性 质 。 仿 紧 7: 空间 X 
若 局 部 的 具有 下 列 诸 性 质 之 一 时 , 则 该 性 质 是 三 的 全 局 的 性 质 。 

继 取 的 正规 性 ,完全 正规 性 ,可 臣 离 化 性 ,可 展 空 间 . 

3.H 48 f:X—Y 是 到 上 的 闭 连 续 映 射 ,对 于 任意 的 ye Y, Biyj"!(y) 是 
紧 的 。 这 时 存在 X 的 闭 集 F ,使 KE) 一 Y B #|F ES 20831, 

提示 4 Brf20)= g 时 ,从 站) 中 取 1 点 . 设 心 为 这 个 一 点 集 。 
当 Brypi(y)= 9 BDE A= hyr '(y), $ F= U (Ayy € Y) BEET, 

3.1 对 于 正规 空间 x 的 分 艇 的 可 数 闭 集 族 (5), #4E3y BC 33 E 
{G61}, 使 对 于 各 5 有 FC O, 成 立 ， 

3.J 设 X 为 可 政 仿 紧 的 正规 空间 , y 为 紧 度 量 空间 , J x x y 为 可 数 仿 
紧 的 。 

提示 考虑 (XXxY) x1=XX(Y x7), 应 用 Dowker 的 特征 化 定理 16.12。 

3.g ”任意 开 子 空间 是 正规 或 仿 紧 的 空间 分 别 是 继承 正规 的 或 继承 仿 
紧 的 - 

3.L(Manztied) 正规 空间 不 是 可 数 仿 紧 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 局 部 家 
R. 58k. BEDE (F,), 存在 局 部 有 限 的 开 舍 族 {0;} 对 于 各 i, 有 Fic 
成 立 . : 

3.M ”考虑 空间 X 的 正规 开 履 盖 f 一 {0。}， 若 对 于 各 a 4 ;2 是 0 的 
TESTES, Hl jw。 是 x 的 正规 开 术 六, 


提示 VJ 为 一 一 闭 包 细 分 % 的 Xx 的 局 部 有 限 补 堆 类 盖 , 设 ,为 细 
分 Ws 的 Us 的 局 部 有 限 补 零 覆盖 , 则 UJ (%.|v.) 是 细 分 UJ We 的 X 的 局 
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部 有 限 补 零 铸 盖 。 : 

3.N 考虑 正则 空间 xX 及 其 局 部 有 限 闭 覆 盖 {F,}。 邯 各 F. 是 仿 紧 钓 , 刚 
区 也 是 仿 紧 的 。 

提示 “应 用 推论 17.13 的 判定 条 件 。 

3-0” 设 空间 xX 上 定义 的 连续 函数 族 f.:X 一 1，a € 4 是 单位 分 解 (par. 
tion of uoity), 即 满足 

EH) € Ay=1, z€ Xx. 

(ze 4} 从 属于 X 的 开发 六 4 足 指 


gl 


{{x EE X:J.G)>0y:e € Ay <q. 

(D) 3⁄4 (z)=wup(fa(z):e € 4}, 则 对 于 各 x EX, 存 在 它 的 邻 域 和 
4 的 有 限 子 集 8 ;使 i(*) 一 max{f,(*);a€ 8},x ED, 队 而 1 是 X 上 的 连续 函 
g. 

(2) 著 令 nf: € x;L. (z)> TL) MI, :e € 4]} 是 工 的 局 部 有 限 
F 53 

《3) T,#]x 是 仿 紧 的 充 要 条 件 是 存在 从 属于 xX 的 任意 开 履 六 的 单位 
分 解 。 

提示 《1) 取 8e4, 使 #(xo)>0 取 oo € 4, fÉ 

1 一 总 Paco<pto)- 


vf exm 91 taG)<hC)), 


B=(8, wb oay "s Gay 
即 可 ， 实 际 上 , 因 
e€ 4 —B, <€U—(z)<! 一 > fs (z) <1,(z) 


成 立 . 

(2) 从 (1) 几 乎 是 明显 的 ， 

G) ”充分 住 从 (2) 是 明显 的 ， 为 了 说 明 必 要 性 ， 设 & 为 X 的 任意 开 届 
3. Box 的 局 部 有 限 开 更 盖 2 = (V.;e € 4} 和 闭 覆 盖 多 一 {Fe:ee 4), y 
是 gw 的 加 细 , 8 大 Y 的 一 一 加 经 。 取 连续 函数 妃 ;X~is J, 在 Fe 上 取 值 为 1、 
在 X 一 ye 上 取信 为 0。 # 

g.(z)=k(z)/22U (z): 8 € 4), 

则 {gs:x& 他 是 从 属于 的 单位 分 解 。 
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第 四 章 紧 空间 


$ 19. 紧 空 间 的 重 数 


191 定义 拓扑 空间 X 的 子 集 族 满足 下 列 条 件 时 , 称 为 
和 的 网 络 (network)， 关 于 X 的 各 点 * 及 其 任 一 邻 域 吕 ， 存在 2 
的 元 B 使 * € BCU. X 的 网 络 的 基数 的 最 小 者 称 为 X 的 网 络 基 
数 ,以 (X) 表示 之 。X 的 任意 的 基 显 然 是 网 络 。 另外 X 的 各 一 
点 组 成 的 集 族 {{x} ;x € X} 显 然 也 是 网 络 . 因此 nCX) 不 比 X 的 重 
数 w(X) 及 X 的 基数 1X! 大 . 但 由 下 面 的 例 19.3 知 , 一 般 的 z(X) 一 
w《X) 不 成 立 . 

192 定义 没 X 为 拓扑 空间 ,RR 为 X 的 点 间 的 等 价 关系 . W 
了 为 X 关 于 的 商 集 (1.6), FX — Y 为 标准 射影 。 在 Y 导 人 拓 
扑 如 下 : UCY 当 且 仅 当 站 (DU) 是 的 开 集 时 是 Y 的 开 集 。 这 个 
定义 显然 对 于 Y 给 出 了 拓扑。 这 个 拓扑 称 为 关于 的 商 拓扑 
《quotient topology》 或 简单 地 称 为 商 拓 扑 ，Y 称 为 X 关 于 RR 能 商科 
闻 (quctieot space) 或 简单 地 称 为 次 空间 ， 显 然 ,标准 射影 了 关于 
Y 的 商 拓扑 是 连续 的 ， 商 拓扑 也 可 以 定义 如 下 ， 当 p X— Y = 
X/R 为 标准 射影 时 ,，Y 的 商 拓扑 是 使 了 连续 的 Y 的 最 强 拓扑 ( 参 
38 4.32. 

W. x, Y 为 拓扑 空间 , f.X — Y 为 到 Y 上 的 映射 满足 下 列 
条 件 时 f 称 为 商 映 射 (quotieat mapping): U ë Y 838 C—>F1(U) 
是 x 的 开 集 。 商 里 射 显 然 基 连续 的 ， 但 连续 映射 未 必 是 商 上 映射。 
若 Y 为 商 空间 则 标准 射影 是 商 映 射 , 

193 例 设 1(i 1,2,…) 为 单位 闭 区 间 1 一 [10,1] 的 


拷贝 ,对 于 x€ [0,1], 设 i 为 1; 的 对 应 点 . 令 X 一 >， L 为 拓扑 
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和 (topological wm), 即 六 是 1(i 一 1,2，…) BP 3: F& = j, 
L'1= 2, # 1, #£ X 3W8g3F B ES , 226 X rh iSiixt3n+k2358 T 1, 
本 来 的 拓扑 。 对 于 空间 X 的 点 导 人 以 下 的 等 价 关系 ~: 若 0 < 
* 斥 1, 各 xiE 1; 仅 等 价 于 其 本 身 ,关于 0, 就 各 i，j,o; ~ oj， 设 商 
空间 X/ ~ 为 Kis f:X — K; 为 标准 射影 。 在 图 形 上 ,XX 是 互 不 相 
交 的 可 数 个 区 间 1; 的 和 ,K, 是 X 的 各 区 间 1, 在 其 0 点 o; 贴 合 者 . 
设 a 为 此 贴 合 得 到 的 点 ，a 一 Ko), i 一 1,2，.…。 因 半 开 区 局 
[os ) 在 1; 是 0; 的 邻 域 , 故 由 商 拓 盾 的 定义 ,关于 各 i HEBR[o, z) 


Cr, 着 作 U [o z,)) , 则 这 是 在 K, 中 a 的 邻 域 .在 此 关于 各 i， 
i 


z; 可 以 取 任 意 小 的 正 数 , 故 在 K, 中 。 的 任意 邻 域 基 的 基数 最 少 是 
Ne 一 c。 由 此 w(K,) 2, FJ K, 一 {4} 是 可 数 个 不 相交 的 
半 开 区 间 的 和 , 故 具 有 可 数 基 s'. 由 此 客 = #%'U a) 2 K, BJ 
可 数 网 络 ， 由 此 (KJ) < R. 《实际 是 等 号 成 立 )， 故 nCK) < 
(K). TES K, 既 不 是 紧 的 也 不 是 度量 空间 . 

194 ”定理 对 于 紧 7, 空间 X, 有 z(X) 一 w《X) 成 立 . 

证 明 设 a(X) m. RH e(X)< m Bal. i # — (B,: 
e€ AK1A| = m) 为 X 的 网 络 , 取 B. € Z. 关于 各 点 zeX — B., 
由 XX 的 正则 性 可 取 邻 域 0。x， 使 上 5..,CX 一 E。， 由 网 络 的 定义 , 关 
于 某 个 Bar & 2, f z€ BsCU。e， 如 此 取得 的 B。, S pk s 
的 子 族 设 为 #.. |3p.| < m ËJ S. BR X 一 B。 的 覆盖 .关于 各 
B... € 名 。, 各 取 一 个 上 面 取得 的 U。,,, 若 令 它 的 集合 为 Bs。， 则 
2U.| 所 m 且 关于 各 UE Ge 有 UC X — B... 所 有 2 的 有 限 
个 元 的 并 集 的 闭 包 的 集合 设 为 YY。， 所 有 9 的 各 元 的 补 集 的 集 
合 设 为 > Ys 的 各 元 是 关 于 4 的 的 某 有 限 个 元 0 ，……… ,U4 的 


x — Ui. 最 后 令 or 二 U %.. H |. <m, 


“A 


A| =m, 故 | | < m. 今 指出 %Y 做 成 XX 的 基 , 设 me X, V 29 
姑 的 开 邻 域 。 关 于 某 个 Be< 2, f =a 68 B.C V. I 2z/, 覆盖 紧 


* 
# X-— V, IR T U, O U4s 使 X 一 VCUUD. 


1 
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* 
这 时 ,的 元 WW — x — U) D; E z 88338 B tE V h. D 


P 


由 上 述 定理 得 到 下 列 有 站 的 结果 。 

19.5 推论 车 紧 7; 空 间 X 为 其 于 记 Xi, w(X,) < 8, G = 
1,2,…) 的 并 集 , 则 是 可 距离 化 的 . 

证 明 3⁄2 2, % 的 相对 可 数 基 , 则 多 ;是 可 数 网 络 ， 故 
Ú 2, 是 X 的 可 数 网 络 ， 于 是 X 具 有 可 数 基 , 故 为 可 虐 离 化 的 


t=1 


(12.D. 口 

19.6 例 污 虑 次 个 同心 图, 设 C 为 外 全 的 贺 ，C' 为 内 侧 的 
BU,K,— CUC’， 在 KK, 导 人 下 述 拓扑 . C' 的 各 点 本 身 是 开 集 , C 
的 点 < 的 邻 域 确定 如 下 ， 关 于 各 s > 0， 设 如 为 以 点 < 为 中 心 ` 举 
径 为 的 C 上 的 开 孤 , 设 UV" 为 对 应 于 它 的 C' 的 开 缴 《 即 U' 是 过 
器 的 点 的 半径 和 C 的 交点 组 成 )。 令 “为 对 应 于 “的 5 的 点 。 
设 UUCU' 一 {c')) 为 点 < 的 分 域 . 易 知 ;是 紧 T, 空间 . 敌 为 的 
子 空间 C 具 有 和 通常 区 周 相 辣 的 拓扑 帮 具有 可 数 基 ， 另 方面 C' 具 
有 离散 拓扑 ， 故 nC 一 w(C') = |1C'| 一 由 此 ;不 是 可 分 
的 ; 故 不 可 红 离 化 

19.7 定理 (Miitenko) 紧 了 空间 着 具有 点 可 数 基 则 可 距 
离 化 . . 

设 人 为 X 的 点 可 数 子 集 族 ，Y 为 含 于 Sb# 的 的 子 集 。 S 
@⁄ 的 子 亿 族 BY' 是 Y 的 狠 盖 且 27 i ER N T aS C EE 5 Y 
时 , 称 al' 3 Y RSS SS. 设 2 为 紧 7 空间 X 的 点 可 数 基 。 
x EX， 设 友 为 :的 任意 邻 域 。 Go 有 元 也 ,使 >E UCUCW. 在 
及 一 U 的 各 点 y， 取 PEG ë ye U,CU,CX — [z). {U,: 
ye X 一 UU} 构 成 紧 集 一 上 的 开 徐 盖 , 故 可 选 出 有 限 个 U,,, i = 
1,…, 便 (U, 构成 一 上 的 赔 约 要 盖 . 此 时 , {Us U, 一 
1,.… KYB X ËJ 8 53258 a H k,25 Y UEBB 19.7, 说 明 由 人 B 
的 元 组 成 的 三 的 有 限 婚 约 履 盖 至 多 存在 可 数 个 即 可 . 即 证 明 下 述 
命题 即 可 。 
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19.8 命题 2 为 X 的 点 可 数 子 集 族 ，? Cl， 此 时 ， 
人 2 的 元 组 成 的 Y 的 有 限 既 约 材 盖 的 数 至 多 是 可 数 的 。 

证 明 设 {Bvo:ee4} 为 由 2 的 元 组 成 的 的 有 限 既 约莫 盖 
的 全 体 . 若 指出 14| < 8 BDP. W Al > 多 ， 兹 导出 矛盾 . H 
l2¿,| < 多 , 故 存在 某 正 整数 ”, 使 

% 一 Taoiee4 [@Z,| = ny, || > É. 
关于 UE , 令 
IE) = [(@/.:%Z, € 9”, U € 2/,Y. 

Wk € Y.M 2 — Ut (U): € U € 27]. @ y, 882789 3: U Z 
多 仅 可 数 个 ， 故 车 考虑 19”| > 8, WX F3E4A U, y € U, 有 
|%(U)l| > 多 ,车 一 一 则 1Y (D4)| 一 1 得 到 矛盾 ， 若 a> 
1, 则 "(DU,) 的 各 元 是 既 约 槛 盖 , 故 存在 Y 的 点 六 eY 一 已。 藻 
令 

YTD UU EY (VU) UE Us}, U € 27, 
则 00) = U(27(U,,U):: € U e 2Z). 根据 上 面 同样 的 理由 ， 
关于 某 个 y € DC ,有 |%7(U,,U,)| >. 3 s > 2, 继 续 施 行 
此 种 操作 ,总 之 有 2 的 元 Ui 和 Y 了 的 点 yi(i 王 1, 2，……，?) 存在 ， 


使 yi EDis yD GI ll LUDY 


目 关于 (Uys ,UD=19,:2,€ FU Vi) U, e We} 
G= 2, 2, a)8 |. UD] > 8. 特别 地 ,1% (VD,， 
> 六。 B UG = 1,… a) Ë Y098F293838 TZ (U,, 
0s)C%Y , 故 必 须 有 [YW,……sU.)| = 1， 由 此 矛盾 得 命题 
成 立 . 口 

199 例 设 M, 为 下 的 上 半 平 而 ， 即 

M,= ((z,y):—ç < x <co,0 < y < co). 

对 M, 导 人 如 下 的 拓扑 。 对 于 了 之 0, 各 点 《x,y) 其 本 身 为 开 
#8. 对 于 sa 一 1,2,.…, W V,G. 0) [G .y):iy = l 一 x*|， 
0 <y< 1/nY 为 点 (e, 0) 的 邻 域 基 ， 

WU = {rs y)):Go y) €e M, 0 <y)U1Y,G, 0); —>% < 
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z<, s= 1.2...) 为 Mi 的 点 可 数 基 ， 具有 此 拓扑 的 空间 
了 以! 是 完全 正则 ,点 有 限 仿 紧 且 是 可 展 空间 .证 明 是 显然 的 ，M ,不 
是 正规 的 .实际 上 ,F = ((z,0): * 为 无 理 数 },H 一 (x,0);* 为 
有 理 数 } 是 不 相交 的 闭 集 ,但 不 具有 不 相交 的 邻 域 ， 口 


S. 紧 化 


201 定义 设 XX 为 空间 ，Y 为 含有 X 为 子 空间 的 空间 。 当 
久 在 了 中 稠密 时 ,Y 称 X 的 扩张 空间 《extension)， 特 别 地 , 当 Y 是 
紧 的 时 ,Y 称 为 X 的 紧 化 《compactification). 

关于 非 7; 的 紧 化 已 知 种 种 事实 ,但 在 本 书 中 不 做 特殊 说 明 
时 ,讨论 的 均 是 T, 紧 化 ， 紧 7 空间 的 子 空间 恒 为 完全 正则 的 : 故 
讨论 紧 化 时 只 是 考 息 完全 正则 空间 。 在 本 节 中 不 做 特别 说 明 时 ， 
空间 是 完全 正则 的 , 紧 化 意味 着 7, 紧 化 . 

设 X 为 空间 ,aX ,YX 为 X 的 紧 化 ,在 X 上 为 恒 等 映 射 的 连续 
映射 jaX — YX 存在 时 , 写 艇 aX > YX, 称 为 eX 比 7YX 大 , YX 
比 aX 小 ， 当 aX>7X B YX >aX 时 ， 称 oX 和 7X 是 等 价 
的 ， 仅 当 在 X 上 是 恒 等 映 射 的 一 一 连续 映射 :aX — YX 存在 时 ， 
aX 81 7X 是 等 价 的， 实际 上 ， 若 上 acX 一 7X 为 和 的 点 不 动 的 连 
续 映 射 , 则 因 /(aX) 为 YX 中 含有 稠密 集 碟 的 闭 集 , 故 了 是 到 YX 
上 的 映射 ;而且 若是 一 一 的 , 则 了 为 aX 到 7X 上 的 不 变动 X 的 
点 的 拓扑 映射 , 且 f"!:YX 一 aX 也 是 不 变动 区 的 点 的 拓扑 映射 
区 的 紧 化 aX 比 任意 的 紧 化 YX 大 时 称 为 航 太 的， 由 上 述 考察 , 任 
意 的 极 大 紧 化 是 相互 等 价 的 . 

设 忆 办 完全 正则 空间 . 若 参考 12.11 的 证 明 , 则 得 到 嵌入 f; 
XH. 在 此 1 是 工 的 拷贝 , 量 “是 对 应 于 CCX,Z) = (U) 的 
所 有 元 庆 而 变动 。 若 me:IU。 一 1, 为 射影 ， 则 关于 各 x*e 有 
Ke = f(x)， 根 据 这 个 嵌入 1， 把 xX 看 做 TI 的 子 集 , 则 PX 为 
在 TI1。 的 闭 包 BX 显然 是 X 的 紧 化 ， 称 之 为 X 的 Stone-Cech E 
化 。 
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202 命题 PX 是 X 的 极 大 紧 化 . 

AMD 设 aX 为 X 的 任意 聚 化 ， 设 C(X I) = {fo:we AD. 
ClaX, 1) = {go:8& 90}. 和 和 12.11 的 证 明 相 同 , # g:oX 一 Tlls 
定义 为 g(x) 一 (galx))， 则 8 是 谋 和 人 。 关于 各 gpe ClaX, D, 
gplXE C(X,1). 因 X 在 aX 中 稠密 ， 故 若 gp > gar， 则 ge|X > 
Be'|X。 于 是 可 以 看 做 是 4 的 子 集 ， 令 :Ila Tl1s 为 射影 ， 
注意 fXCI, 由 一 |BX 定义 48X > Il a. XF z EX, 有 
AGO) = ((gs1X)G0) = glx)。， 因 X 在 紧 空 间 aX 中 秽 密 , 且 & 是 
A, Ék š J 8X 到 g(aX) 上 的 连续 映射 ,车 令 1 一 g”, 则 了 是 
PX 到 aX 的 使 X 的 点 不 动 的 连续 映射 .由 此 PX > ax. 

203 定义 设 4, B 为 空间 X 的 子 集 且 4CB.。 关于 某 
Je CX, 1), 14) = 0, KX — B) 一 1 时 记 作 4GB。 此 时 称 为 
AR X — B 是 用 函数 分 离 的 。X 的 有 限 开 履 六 {0} 称 为 正则 的 ， 
著 存 在 履 盖 {4;} ,使 4iEU,。 若 X 的 有 限 开 履 盖 QU 为 正则 的 , 则 
< 人 具有 有 限 补 零 覆盖 为 加 细 ， 故 由 15.6 易 知 是 正规 的 。 以 后 将 

指出 正规 有 限 开 履 盖 也 是 正则 的 《26.12). 
设 了 为 X 的 扩张 空间 , 对 于 X 的 开 集 如 ,以 O (U) 或 简单 的 
O(U) 表示 和 X 的 交 为 品 的 Y 的 最 大 开 集 , BB, O(U)= UlW: 
WNX==U,W 是 Y 的 开 集 }。 由 简单 计算 知 0(U)=Y 一 Clx(X 一 
UD) 成 立 . 又 着 品 ,V 为 Xx 的 开 集 , 则 0(UNV) = o(U)no(y) 
成 立 . 

20.4 ”定理 (M. H. Stone-Cech) 设 X 为 完全 正则 空间 ，aX 
为 X 的 紧 化 .下 列 条 件 是 等 价 的 - 

G) eX 是 X 的 极 大 紧 化 , 

(2) c(X, D 的 各 函数 可 以 扩张 为 CLCaX, 了 ) 的 函数 。 

G) 区 到 任意 紧 空 间 Y 的 连续 映射 可 以 扩张 到 aX。 

(4) 若 E,F 为 X 的 零 集 , 则 

CloxCE)N ChaxF) = CLx(E D F). 

G) XTX0EWRASPME U, ,有 

OUUTV) = 0.x(U2U Osx(V), 
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(6) 车 UU 为 x 的 正则 开发 盖 , Wlo(2/)=lo0..CU): U e 
人 } 构 成 aX 的 开 覆 盖 . 

(7) 若 4EBCX: 则 Clex(4) 站 Clx(X — B) = @. 

证 明 (1) 一 >(2) 因 aX 是 极 大 紧 的 , 故 可 假定 x = 8X。 
由 定义 8X 可 如 下 作出 (20.1). 设 C(X, 1) = {fs}， 对 于 各 反 设 
7 为 工 的 拷贝 车 re:IL。 一 1 为 射影 ,i:X > 了 U1。 定义 为 zwi(x) 一 
jxeX， 则 :是 谈 入 。 若 将 天 和 x 看 做 是 向 一 的 , 则 PX 是 
XX 在 IL。 中 的 闭 包 ， 由 8X 的 作法 ， 若 e€ CCX,1), 则 可 知 
8X:BX — [A( 一 1) 是 所 的 扩张 ， 

(2) 一 > (3) 将 Y 谋 入 平行 体 空间 [16, 设 wp:TIs 14 为 射 
影 , 令 f:X~>Y 为 连续 有 鼎 射 。 对 于 各 8 Dz de C(X, 1)， 故 由 
(2) 它 的 扩张 go; C(eX, L) 存在 。 由 gj(*) = gC), z 《aX 确定 
aX 一 lb， 显然 站 X 一 大 又 因 ? 是 连续 的 , 故 

XeXJCCIKR) 一 CHCXIEY 
《cl 在 [1s 中 取 ). 于 是 .aX 一 了 即 所 求 的 扩张 。 
(3) 一 > (4) 首先 指出 对 于 X 的 不 相交 零 集 已 ,F, 有 
ClexENClexF — @. 

设 

bg€ C(X, D, E =f2(0), F = g*(0). 
# h = J/(f+g), H|2e CCR,I), h(E) = 0,A(F)— 1. N I 
是 紧 的 , 政 由 (3) 2 有 扩张 和 e CLCaX,7), 由 名 的 连续 性 , ECL E) 
一 0; 庆 ClxF) 一 1， 由 此 CL E CL IF 一 @#. 其 次 指出 一 般 情 
形 ， 说明 Clx(BEn RE) 二 ClxE 站 ClxF 即 可 。 没 pe ClsxEN 
ClaxF、 若 令 昌 为 在 aX t p ÉS S55RR 252838, 则 p € Clax(HNE) 
且 p& ClaxCHNF), 因 HNE,HNF 是 X 的 零 集 , 故 由 开始 指出 的 
有 NENF 一 名 . 因 H 是 ?在 aX 中 的 任意 邻 域 , 故 

p€ Cl (En F). 

《4) 一 >(5) #2E=X-U,F= X—V,M| E, 下 是 堆 

集 ， 


0,x(U UV) = eX — Clx(ENF) 
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= aX 一 Cl. E Cl F 
— (ex — ClaxE)U (eX 一 ClxT) 
= Osx(U)U Ox(TV). 
(5) 一 > (6) 车 伯 为 X 的 正则 并 覆盖 , 则 由 定义 存在 它 的 吉 
细 有 限 补 零 覆 盖 9、 由 (5) 有 
ox — Om) = o, ( Ú v)— U ozG)< U oo 人 D)， 


riy vee 

(6) 一 > (7) # 4EBCX， 则 有 X 的 补 零 履 盖 {0，V} 使 
ACUCB,X — BCVCX — 4， 由 (5) 有 

Osx(U)U 0.x(V) = eX, 
故 
Cl4CCL.(X — V) 
= X — 0./CV)C0,((U)CaX — Clex(X — B), 

即 得 到 (7)。 

G@)=>G) 因 pX 是 极 大 紧 化 ， 故 使 X 的 点 不 动 的 连续 映 
射 f.8X 一 ax 存在 ， 指 出 了 是 一 一 的 即 可 ， 设 zon € 8X， z = 
Kxo) = Kaeo, 28 g€ C(8X,1) 使 多 ro) — 0,gG0) = 1, $ 

A= (z € X: gz) S 1/3), B = (z € X: g(%) 2 2/3), 
因 A4EX 一 B, 故 由 (7)Clsx4 人 CloxB = @. 但 点 大 ro) = zx1) 二 
y》 属 于 Clax4 ClxB 可 指 册 如下。 VEW 29 £ ax 的 任意 邻 域 ， 
IS FW) JE z £ 8X 93638 B. g(xo) 一 0, 故 关于 某 个 

z€EF WINX— W X, gx) < 1⁄3. 

于 是 x& AW. 因 浆 是 ?的 任意 邻 域 ， 故 得 到 7 Clsx4。 同样 
的 yEClxB。 由 此 矛盾 , 1 是 一 一 的 , 而 aX 和 BX 是 等 价 的 ， 即 
是 极 大 紧 化 . 口 

对 于 名 的 任意 紧 化 ax, 由 BX 的 极 大 性 有 使 X 的 点 不 动 的 连 
续 映 射 j:PX 一 aX 存在 . 因 X 在 aX, 8X 中 笑 密 , B 1 是 唯一 确 
定 的 . 这 个 了 称 为 8X 到 eX 的 标准 联 秃 或 射影 。 易 知 所 有 的 标 
淮 映 射 j:8X — aX 将 BX — X IA aX — X. 这 是 下 列 定理 的 简 
单 推论 . 
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205 定理 XX 到 Y 上 的 连续 映射 1 是 完全 映射 的 充 要 条 件 
是 满足 下 烈性 质 之 一 。 

G) ”对 于 Y 的 任意 紧 化 aY, f 的 扩张 Bj:8X — oY 满足 

BABX — X) = oY — Y. 

(2) 对 于 X 和 Y 的 某 紧 化 YX 和 ay ,存在 了 的 扩张 入 YX-> 
acY, 使 尖 7X — X) = aY — Y. 

证 明 《1) 一 > (2) 是 明显 的 .车 (2) 成 立 , 因 了 是 完全 映 诸 且 
FP) 一 X, 故 f 一 了 1X 是 完全 映射 。 于 是 当 了 是 完全 映射 时 说 
上 明 (1) 成 立 廿 可 .现在 假定 f 是 完全 映射 且 P18X — X) # aY 一 
Y. XT AEA z € 8X — X, # y = JG) € Y. IN tQ) 是 X 的 紧 
集 , 故 是 BX 的 闭 集 ， 因 广 :((y) 不 含 *， 故 在 8X 中 有 六 ?的 开 邻 
PRU, f z & Cl, U, IN (X 一 0) 是 Y 的 闭 集 ， ky & Ci (X — 
U). 另 方面 ,由 8 的 连 续 性 ,有 

y — B1G) € fClox(X — UECf CX — U). 
由 此 矛盾 得 出 《IJ 

在 20.1 中 给 出 的 6X 的 询 成 法 是 将 8X 表现 为 某 平行 体 空间 
的 子 集 。 下面 给 出 BX 的 其 它 构成 法 ， 此 方法 乍 一 看 是 复杂 的 ， 
但 在 观察 紧 化 的 本 质 上 是 重要 的 . 

206 定义 ”完全 正则 空间 X 的 o 03: = (0.538885 F 
列 (1) ,2) 的 极 大 集 族 : 

GQ) 各 De 是 X 的 非 空 开 集 , 且 上 满足 有 限 交 性 . 

(2) 对 于 UVoeE 有 Usees， 使 ZEI。( 一 表示 在 X 中 的 新 
包 ). 

现 略 述 o 滤 子 的 性 质 . 

G) 3#& rE 为 相 异 的 0 滤 子 , 则 有 某 个 CEEU ES ， 使 
UNU'= g. 

G) 设 所 为 "证 子 , 辽 为 开 桌 . SH 3 A, ASU, 和 5 的 
各 元 相交 , 则 U e š. 

3⁄ Ë 8 E' 的 各 元 相交 , 则 Us 满足 (1), Q), i ë, P 的 极 大 
BE, 有 5 一 5Us 一 所 。 这 证 明了 (3)， 为 了 证 明 (4)， 若 令 3 为 所 
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有 使 4EVCU BF Y iS ll U: 是 满足 (1)，(2) 09. 由 
5 的 极 大 恰 , 客 wnCs,， 因 U€n, 帮 U8. 

大 的 所 有 9 滤 子 的 集合 写 做 ozX， 对 于 XX 的 开 集 U, 令 0(U)== 
(ëeoX:U €), DL IO(U):U 是 X 的 开 集 } 为 基 在 ox 中 导入 拓 
扑 .( 当 UU 一 名 时 0(U) = 名,) 因 XX 是 完全 正则 的 ， 裤 关于 各 点 
z, 含 < 的 所 有 开 集 族 s, E z 88. ID z 一 š, 是 一 一 的 , 故 
区 看 做 oX 的 子 集 . 明显 风 

(5) 对 于 X 的 开 集 U,0(NX=U. 

于 是 在 aX 中 X 的 相对 拓扑 和 原来 的 拓扑 一 致 。 另外 (5) 
指出 了 X 在 ox rh. Bl : 

(6) sx 是 和 的 扩张 空间 , 

(7) 对 于 XxX 的 开 集 U,V, 有 OCUNV) = 0(D)N oCy). 

若 5& OCUD)NOCV), 则 UE8 且 Ve5. BO Un V € s, 
še OCU 由 V)，、 逆 包含 关系 是 明显 的 . 

(8) 若 B&M 为 X 的 正则 开 覆 盖 , 则 0C2U) = (O(U):U € 2Z 
是 ox B Rss. 

设 人 U = (U). XT fricia e 4:/EVi。 取 oX 的 
NK š. 因 {4i} 是 有 限 履 盖 且 志 具 有 有 限 交 性 , 政 关 于 基 个 i, 4A; 和 
的 所 有 元 相交 .由 (4) Ui e 5, 即 $€ O(UO, 

(9) 设 F 为 aX 的 际 集 届 5&KF， 则 存在 X 的 开 集 U,V， 
Vex—U,l u 

E€ O(F), FC0(U), 0(V)n0(U) = @. 

因 F 是 oX RUBIK E S& F, 8334 X BD JE W. E€ 
0(W)CoX 一 F， 因 #3W, 故 有 X 的 开 集 V,U', 使 VEUV'EW， 
Ves. 令 口 一 天 一 还 因 X 一 U~D'EW, 故 {UU,W} 是 X 的 
正则 履 盖 , 由 (8) 有 OCU)U 0CW) = eX. 由 0(W)CoxX — F, 
# FCo(U). 另外 ; 因 VNU < @,# o(v)no(0) — 8. 

207 定理 oX 是 XX 的 极 大 紧 化 . 

证 明 oX 是 7 了 ,的 . 实际 上 ,着 5§,5€oX, 半 ,由 (3) 关 于 
#g#4+Ueš, U eg #qUnU — G, m O(U), 0(U) E š, BS 
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不 相交 邻 域 ((7)), 于 是 "X 是 X 的 7; 扩张 空间 . 设 多 一 {F} 是 

ox 的 具有 有 限 交 性 的 际 集 族 、 当 FF'€ .多 时 假定 下 人 6 2 

郧 可 . 对 于 F €Z, 设 HCF) 为 如 下 的 X 的 开 集 口 的 族 : 关于 某 

个 开 集 V ,PEUV, 有 FCOlV)， 由 定义 , 若 UE H(F), 则 关于 茶 

个 开 集 VEU, 有 VEH(F)， 考 虑 集 族 4 一 U H(F). 由 多 的 
is 


有 限 交 和 些 及 上 述 考察 知 ? 满足 20.6 (1), (2)， 于 是 存在 含 1 的 0 
+. B3SH ¿e 门 F， 令 $F、 由 20.6(9) 关于 X 的 某 开 集 


Pey 
UV， VEX — U', 有 #5€0(V)，FCOCU"). 若 取 开 集 U， 使 
VeEX UEX 一 VU, 则 因 UEUV, 故 UEH(F). Mu U exact. 
另 方面 , 因 了 站 7 一 名 导 E OCV), 故 #3U， 如 此 指出 了 5€ ñF. 
由 11.2, oX 是 紧 的 .20.6 (8) RH T ox 满足 20.4 (6). 由 此 oX 
是 X 的 极 大 紧 化 . 口 

关于 20.7, 也 有 如 下 的 更 直接 的 证 明 。 兹 叙述 其 概略 . 若 
上 EoX 则 满足 有 限 交 性 ， 故 所 有 的 5 的 元 在 8X 中 的 闭 包 的 交 
是 非 空 的 。 它 可 表示 为 8X 的 唯一 点 欠 5)。 由 oX 的 定义 和 8X 的 
性 质 ,对 应 j:oX 一 8X 表示 使 XX 的 点 不 动 的 到 8X 上 的 拓 盾 映射 

208 定理 (Alexandroff) 设 X 为 局 部 紧 7; 空 间 但 非 紧 的 。 
在 在 X 的 紧 化 eX 而 X 一 和 是 仅 由 一 点 组 成 的 .< 和 称 为 Ale- 
xandroff 紧 化 或 一 点 紧 化 

RM 考虑 不 属于 X 的 一 点 x*, 设 eX = XU(r*). 5892 
如 下 的 集 族 : 

G) XÉDFEA UE S. 

G) 对 于 使 Xx 一 是 紧 的 XX 的 开 集 U，UU{x*}t Z. 
以 玛 为 基 在 eX 导 人 拓扑 . 由 Q) x J X 的 子 空间 , 因 X 不 是 紧 
的 , 故 由 (2)X 在 eX 中 是 稠密 的 。 因 六 的 各 点 都 有 有 紧 闭 包 的 邻 
域 , 故 X Je T, ËD. 若 考 虑 <X 的 由 229 的 元 做 的 履 和 ， 则 有 
会 x 的 WE 22, f X — W 是 紧 的 ， 故 存在 Z 的 有 限 子 覆盖 。 
#& ¿X 即 为 所 求 的 基 化 . 

在 上 述 证 明 中 ,即使 不 假定 X 的 局 部 紧 性 , 在 同 祥 的 定义 下 ， 
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eX 也 是 X 的 紧 扩 张 空 间 . 但 此 时 X 一 般 的 不 是 了 的。 这 个 cX 
称 为 X 的 (广义 的 ) Alexandroff 紧 化 或 一 点 紧 化 . 

209 定义 空间 X 的 闭 集 族 .多 满足 下 列 条 件 时 称 为 正规 
基底 (normal base); 

G) #HxISHE AR x & WSA F e Së z€ F, 
FNA= @. 

(2) 多 的 任意 有 限 个 元 的 和 及 交 属 于 =, 

G) #E,F 25 Ef F = 多 的 留 的 元 则 在 在 多 的 元 6， 
Hë GUH= X,EDH = 8,FNG= @. 

作为 正规 基底 的 例子 ,如 完全 正则 空间 的 所 有 零 集 族 , 正 规 空 
间 的 所 有 闭 集 族 等 . 

设 多 为 T 空间 X 的 正规 基底 ， 首先 知 X 是 了 ;的 。 实际 
上 ,如果 z, x'€ X, z = z', 则 由 (1) 和 (3), 存 在 .名 的 元 BE,P 使 
z€ X — Fx EX 一 EF,(X—F)N(X—E) = g. JIR BS 
元 组 成 的 所 有 极 大 党 子 , 该 集合 写 做 wx。 考虑 所 有 使 X 一 U 
€ 8 X89733 U, 对 于 各 U0, 令 0(U) 一 {6€wX: 关 于 某 个 
Fe, FCU, f Fe). GB U — Gil, * o(@) — 2.) ËL 
{0(D):X 一 UF} 为 基 在 wX 中 导入 拓扑 , 关于 各 x 8 X, 8 h 
含 * 的 所 有 元 的 族 构成 极 大 汝 子 ， 故 可 确定 wX 的 点 s. W 
对 应 * 一 是 一 一 的 ， 故 将 它们 等 同 看 待 ,认为 XCwX。 由 
O(7) 的 定义 显然 有 

(4) 0OGCODnX 一 局， 

G) ONO = o(U ny). 

由 (4) wX 是 X 的 扩张 空间 ， 若 令 5,5'€ oX,s = P, WJ3& F3E 4 
E€, PES 有 EnE = @, 若 取 由 (3) 存在 的 多 8836 G, H, 
GUH~X,ENH= B = FG, ñ| š € 0(X — HEE O(X — 
G). 由 (5) 0(X — H) n 0(X — G) = 0(X — HUG) = @ , Rl 
wX 是 了 的 ,而 且 下 列 事实 成 立 。 

(6) 车 Fe , 则 wX — O(X — F)= CoxF = {EwX; 
F€šJ. 
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(7) #GCueX 为 财 集 , 则 
G= ñ(Cl,.F:F € Z ,GCCl,xF]. 
(8) #F,He g ,FNH = @ ,WJ 
OX — F)U0(X — H) = eX. 

在 (6) 中 显然 有 wX 一 O(X 一 F)>CloxF. 若 直 CloxF Wl 
有 某 个 0(U)35 使 0CU)NNF = UDnF = @. 由 此 UCX 一 F， 
Hl e 0(U)COCX 一 F)， 这 表示 (6) 成 立 . 由 (6) (Cl F:F € 
£ Y 作成 wX 的 闭 集 合 基 , 政 (7) 成 立 . 令 F, He 8, FH — 
Z. 因 任 总 点 上 加 E wX JR KR, 帮 有 某 个 Ee 使 FNE= 儿 
或 HNE 一 好 成 立 , 于 是 se O(X — F)B š € O(X — H) 成 立 . 

2010 定理 wX 是 XX 的 紧 化 . 

证 明 因 已 指出 wX 是 怀 的 7 扩张 空间 , 履 指出 X 的 紧 性 
即 可 . 令 @ = [G) X) zX 的 闭 集 组 成 的 滤 子 . 若 置 

一 FEF :关于 某 个 GE @, GCCl,x F), 

则 由 20.9(6) 因 ?是 多 的 元 组 成 的 潍 子 , 故 含有 的 极 大 滤 于 5 


存在 .由 (6),(7) 及 5 的 定义 知 ,wX 的 点 5 属于 门 G. 于 是 wx 


c“ 
是 紧 的 ， 

2011 定义 “完全 正则 空间 的 紧 化 , 等 价 于 由 某 个 正规 基底 
作成 的 紧 化 ”工时 , 称 为 Wallman 型 紧 化 ， 

20.12 定理 在 下 述 情形 ,由 多 做 成 的 wX 是 X 的 极 大 紧 化 。 

(1) 是 完全 正则 的 旦 多 是 X 的 所 有 零 集 族 . 

《2) X 是 正规 的 且 多 是 和 的 所 有 闭 集 族 . 

证 明 ”指出 wX 的 极 大 性 即 可 .为 此 使 用 20.4 (7)， 若 4G 
BCX,WI# F, He Z, fëË 4CF, X— BCH, FnH — ,由 
20.9(6), (8) 

Cloxd CCloxF = X — 0(X — F)C0(X — H) 

— wxX— CloxHCwX 一 Clox(X — B). 
歼 Clox4 们 Clox(X 一 B) — @. FE wX 是 极 大 紧 化 . D] 

20.13 推论 PX 是 Wallman 型 紧 化 。 
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20.4 例 HE 924 中 考虑 的 空间 X = [0, o,). YX = 
[O,oa,] 显然 是 的 紧 化 .车 je CC(X,1), 由 9.24(6) 有 基 个 a < 
eo a < 8 < o, J| /(e) = (0). 车 由 着 X 一 六 Ke) = Ke) 
确定 }:7X 一 了 则 了 是 了 的 连续 扩张 . 由 此 ，, 由 20.4(2)7YX 和 8X 
等 价 。 考虑 在 11.10 中 Tychonoff 板 Z 一 YXXY 一 (oo)， 
Y =[0, e]. 显然 YX x Y 是 Z 的 紧 化 . 令 1e C(Z ， 门 。 关于 
# 0 < v < o, 存在 (所 mm < o, 3Ë o, < B < e, (8, 7) = 
Ha，7) ET。 因 > 至 多 可 取 可 数 个 值 , 故 关 于 各 7 存在 e lo, < 
a<. 车 j.YX X Y 一 【是 由 让 2 — J, Kur o) — Ia, o) Ë 
文 的 ,; 则 让 站 {a} X [0,o] 的 连续 性 知 ?的 连续 性 . 于 是 YX x Y 
和 BZ 是 等 价 的 . 又 空间 X K Z 是 局 部 紧 的 ， 它 们 的 Alexandroff 
紧 化 (20.8) 显 然 分 别 是 YX, YX x Y. 由 此 知 下 述 事实 : 空间 X 
及 Z 具 有 唯一 的 紧 化 、 当 然 ， 这 时 将 等 价 的 紧 化 看 做 是 相同 的 . 


521. 紧 化 的 剩余 


21.1 定义 3 aX 为 X 的 紧 化 时 ，cX 一 X 称 为 X 在 eX 中 
的 番 余 .一般 地 ,可 知 X 在 6X 中 的 剩余 具有 大 的 基数 . 
212 定理 设 X 为 离散 空间 ,|X| — m 之 总 ,这 时 |8X| 一 


中 


z. 
证 明 ”由 20.7,6X 09 5 3UET x 6 SEUR0SE 00. + 

是 说 明基 数 m 的 集合 具有 2” 个 极 大 潍 子 即 可 。 设 25 为 X 的 所 
有 于 集 的 集合 为 X 的 所 有 有 限 集 的 集合 ,名 为 2 的 所 有 有 
限 集 的 集合 , 则 | 多 x 2| =m. 今 指出 x 2 R 2” 个 极 
大 良子 ,对 于 YE2*, 令 

s(Y)= ((F,G)€Z X 2:F OY € G), 

m(Y) = Z x @ —n(Y). 
对 于 了 BC2x,1B| = 2 5， 定义 


D 这 里 与 下 面 的 |E| 一 "C| 一 2" 的 要 求 是 错误 的 ;因为 BC2r ,而 Ix] < 
2e、 容易 站 出 ,不 要 这 个 要 求 ,并 不 及 响 定理 的 证 明 。 一 一 校 者 注 
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Se = (n(Y):Y € EYU{m(Y): Y & E). 
ROTEBLE ER. ARa(Y),:., n(Y), m(Y,.)> 55 
m(Y) 为 的 相 异 元 ， 因 Y,(i = 1 ……， 用 是 2x 的 相 异 元 , 故 关 
于 各 ; < G 一 1 9 纹 可取 点 zú € (Y, — YD) U(Y, — 
Y). 设 F 为 zi5i <j(i,j 一 1,… 0 的 集合 , 令 

G= {YNF:i= 1,111, Y. 
则 Ge 名 上 且 CG 的 各 元 是 五 异 的 。 若 j >s, 则 YN F 和 6G 的 各 元 
不 同 , 故 Yin FG TE 
(F,G)én(Y,), ir, B (F, G) € m(Y;), j> : 

成 立 ， 故 知 5 具有 有 限 交 性 ， 令 E'C2*, |E'| = 2”, 38 E £ 
同 的 集合 . 着 了 EE 一 E', 则 n(Y)€ s. B n(Y)& r, PIERDE, 
着 YEE' 一 E 则 nCY)&5s 且 nCY)e sw。 TE: nz 为 合 5s 
HB TJ E == E' 时 有 nsosene. 在 2* 的 于 集 E 中 ,使 
1E1 一 的 E 在 在 2 个 , 放 最 少 存在 2 个 极 大 注 子 。 故 
|8X| > 2”, 另 方面 ,x 的 家 大 湛 子 可 以 看 做 是 2x 的 所 有 子 集 的 
集合 2” 的 元 素 , 故 |8X| < 12*| = >=. 

213 推论。 对 于 自然 数 集 N,|8N| = 2. 

214 定理 若 FCpX — X, 则 在 下 述 各 情形 下 有 

[Cl F| => 2, 

G) XX 为 离散 空间 且 为 无 限 集 . 

(2) X 为 Lindelaf 空间 ,， F23B E Bx 由 ClexF 一 2. 

G) FF 为 8X 的 零 集 . 

38 (1) 因 pX 是 正则 的 ,为 无 限 集 , 故 有 x 下 及 BX 
中 有 的 开 邻 域 呈 使 F 一 上 ,为 无 限 集 (一 为 在 BX 中 的 闭 
t). 同样 地 可 取得 z € F 一 U, 及 其 开 令 域 U, 使 UiNUs 一 2， 
下 一 六 ,为 无 限 集 ， 如 此 继续 下 去 ,可 取得 =. € R 及 其 开 邻 城 
Uisi 一 1,2,"…*s 关 于 i 王 j 有 UiNUj 一 9. & A= [si = 1, 
2,"…*}, 今 指出 4 一 p84， 由 21.3, 因 A 与 N 同 胚 故 定理 成 立 , 设 
Ie€ C(A, D. EXO z:X— 12 

gG) = fxr)s z€ XU, i= ,2,---, gG) = 0, 
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z€ X— UJ t, 


= 
因 头 具有 离散 拓扑 ， 故 5 为 连续 的 . 设 ç 20 g $E 8X 的 扩张 . 因 
z€ X U; & 
iG) e KXñU)CZ(IXDUO0 = /(z), 

即 关于 各 O 8(z) = 大 x,)， 由 此 是 f 的 扩张 ， 这 意味 着 任意 的 
fe CL(4,1) 可 扩张 到 有 上, 故 可 认为 4 = 84(20.4). 

G) 和 (1) 疗 样 取 F 的 可 数 无 限 集 4. 考虑 子 空间 XU A. 
因 X 是 Lindelof 的 , 故 XUA 是 Lindelaf 的 , 因 之 是 正规 的 ， 由 条 
fF, AE: XU A 的 闭 集 , 故 任意 的 f€ CC4,71) 可 扩张 到 XUA4 上 ， 
从 而 可 扩张 到 8X 上 .和 (1) 辣 样 导出 结论 . 

(3) f€ C(0X.,D. F — [z EPX:f(x) = 0}. 令 Y=pX 一 
F. B XCYCAX, I& BX — Y. J g— 1/f:Y > R. 因 &8 是 
无 界 的 , 故 存 在 R 的 合 在 gC(Y) 中 的 离散 闭 集 H = (r; € R:i — 1, 
2, M gC) 中 取 一 点 zis 令 E= (zi 二 ,2,--:), 
则 glE:E 一 量 是 拓扑 映射 E 是 了 的 闭 集 , B. E — ECF. 令 
&€ C(E,ID). 5 (glE)” € CC(H,1) 具有 到 FR 的 扩张 hj. hog 是 
5 的 到 了 的 扩张 。 因 BY = aX, 故 hog 可 扩张 到 BX， 由 此 知 
各 hE C(E, D 可 扩张 到 天 上 ，、 改 可 看 做 五 一 8E、 因 EE 入 辣 
E, 故 可 由 21.3 得 到 结论 . 

21.5 推论 设 X 和 Y 为 满足 第 一 可 数 性 的 完全 正则 空间 . 
£ 8X 和 8Y 是 同 胚 的, 则 和 和 Y 是 同 胚 的 ， 

证 明 因 在 完全 正则 空间 中 具有 可 数 邻 域 基 的 点 是 零 案 ， 故 
册 21.4(3):6X 一 XpY 一 了 的 各 点 不 具有 可 数 邻 域 基 ， 又 和 :了 
的 各 点 在 8X,8Y 具有 可 数 邻 域 基 ， 于 是 若 f:0X — BY XE 
射 , 则 站 X 26 XY EASBDEDBEAT. 

216 N£ BN 的 剩余 以 N* 表示 之 N* 具 有 有 趣 的 性 质 ,为 
此 略 做 叙述 . 

车 把 8N 看 做 立 的 子 售 构成 的 极 大 滤 工 的 集合 , 则 N* 具有 如 
下 的 基 *, 关于 ECN, 若 令 O(E)= [z € PN:E € z), MJ 
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40(E):ECN} 做 成 8N 的 基 . 因为 
BN = O(E)U0(N — E), O(E)nO(N — E) = 8, 

故 各 O(E) 是 开 且 闭 的 . 令 ECN 为 有 限 集 , 车 *EO(E)， 则 极 
Kia * 含有 互 为 元 ， 因 EE 为 有 限 集 ， 故 * 必须 含有 巨 的 某 一 点 
(N 的 点 ) 为 元 (参照 3.6C2)). 这 表示 * 为 N 的 点 . 于 是 对 于 有 限 
8 E, O(E)CN. 对 于 名 ECN, 令 W(E) 一 OCE)NN*. 由 
上 述 考察 

G) 在 ECE'CN, 若 EF 一 EE 为 有 限 乐 ; 则 WCE)=W(E') 
成 立定 义 

#* = W(E):ECN,|E| = IN — E| = &), 

则 用 * 是 N* 的 基 ， 

217 定理 若 W(i 一 1,2,，…*) 为 N* 的 可 数 个 开 集 , 则 


全 ww; 一 gg 或 者 内 w, ari qE25 538 B BE. 


证 明 设 ze W. H 2* 29 N BDE, 故 存在 BCN， 
1Ei| = š, %*# 
x€ W(E,)CW; G= 1,2,-: "D 
成 立 。 因 {W(CE7):i = 1.2, 具有 有 限 交 性, 故 {E9 的 任意 有 
限 个 的 交还 是 无 限 党 .《〈 因 Ww (ED n0W(E;) = W(Ei 人 Ei) 成立、 
参考 20.6(7),) 取 
n € Ef NEis n< naa £= 1,2,-."5 
令 E {mn:}, 关 于 各 i,E — E 是 有 限 集 ， 于 是 由 21.6(1)， 
W(E) = W(ERQ EDCW(E), i= 1,2, "5 
即 w(E)C n W;, 
21.8 ES sh] XD z 当 它 的 任意 可 数 个 邻 域 的 交 仍 为 
+ 的 邻 域 时 称 * 为 了 点 . 
219 定理 〈《W. Rudin) 假定 连续 绕 假 设 成 立 , WJ N* 具有 
2 “个 了 点， 
证 明 因 | 绍 *| 一 2% = R,, # 腕 "可 良 序 化 为 {Wo:o < 
o]. 为 方便 计 , 令 W = N*. A, 一 W,.. 设 关 于 & < ws 对 于 各 
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8 过 a 已 构成 开 且 闭 集 4ps 使 门 Aa 各， 由 21272 可 取得 非 空 
Ba 
的 开 且 闭 华 B。 使 B.C [| A, B.n W.= @ , N] 4, 一 B., 3 


ce 


B.W, = G , B| 4 一 Be 站 设 4m 门 4。 因 各 4 为 


“< 


紧 的 ; 故 4 = @, HR ik, w. A= G WJ ACA,CW,, 
# ACW.. 于 是 4 是 NN* 的 唯一 点 组 成 222. WW, € 
S*G = 1，2,……) 为 点 * 的 邻 域 ,车 取 &, 使 @ S< a< o, i= 
1 2，… 则 z 的 邻 域 4。 被 含 在 站 Wo 中， 由 此 x 是 P 点 ， 为 


判断 存在 22% 个 了 点 , 在 上 述 构成 中 ,关于 各 a < ou, 分 B, 3688 
个 非 空 的 开 且 闭 集 Bs,B2, 使 Bs 站 Bz 一 名 ,关于 BL, B: 35 EJ 
样 地 进行 构造 , 可知 存在 2w 4 p R. DJ 

最 后 当 给 与 紧 空 间 Y 和 局 部 紧 空 间 X h, 2 x x Bb Ey. 
eX 中 的 剩余 是 Y 的 aX 的 存在 条 件 。 下 述 命题 给 出 这 个 充分 条 
#. 

21.10 命题 设 X 为 非 紧 的 局 部 紧 空 间 ，cX 为 Alexandroff 
紧 化 ，Y 为 紧 空间 。 设 存在 如 下 的 连续 映射 f:X 一 了 : 关于 点 
z* eX 一 在 cX 的 任意 邻 域 UV, (U YX) 在 Y 中 稠密 ， 这 时 
具有 剩余 为 了 的 X 的 紧 化 ex 是 存在 的 . 

证 明 K g:X — ¿X XY 定义 为 g(x) 一 《x,f(*)), 设 aX 为 
zg(X) 在 eX X Y 中 的 闭 包 ， 因 8 为 嵌入, 故 eX RX bk. 取 
{x*} X Y 的 任意 点 《x*,y)， 它 在 eX x Y 的 邻 域 设 为 U x V, 
因 fUNX) 在 了 中 称 密 , 帮 有 xEUNX 使 J(x) e V. 

B gG) — G, fG)) € U x V, 

eX = BX) = zX) UGG) x y). D! 

2131 定理 设 X 为 非 紧 的 局 部 紧 可 分 度量 空间 ,Y 为 连通 
紧 度 量 空 间 ， 这 时 ,Y 是 X 的 某 个 紧 化 的 剩余 。 . 

证 明 将 Y 看 做 Hilbert 基本 立方 体 1 的 子 集 . 首先 指出 在 
Y 的 可 数 稠密 集 {y;} 中 ,存在 使 m2(y;ya ) 一 0 成 立 者 (4 为 1° 
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的 距离 )、 因 了 是 紧 的 ， 故 关于 各 >， 有 有 限 集 fF。 一 {六 :一 1, 
… k.) XE y€ Y 可 使 dCy,F。) < 1/2n 成 立 . 因 了 是 连通 
的 ,将 F, 的 点 容许 重复 改变 排列 为 {27 ;? 一 1，…*1。}, 可 使 


ds sn) <1/n, mls L — 1. 


于 是 若 将 U F, 的 点 容许 重复 改变 排列 , 则 LJ Fs 一 {yi} 是 黎 


"A 


888, BÑ lnad(y, yaa) = 0。 其 次 考 目的 Alanandxoft BE 
eX. Pq cX 是 完全 可 分 的 , 故 可 看 做 是 度量 空间 ， 令 p 为 其 距离 ， 
设 玉 一 eX 一 XX, 取 xi EX,i 一 1,2,.… ,使 

p(z*, x.) > plx*, za) limp(x*, z;) = 0, 
AXX 12 E 3# i 

x€ X, o(z", z) 2 PG, z), 
* IG) 一 入 一般 地 ,对 于 使 
e(=*, z;) 2 plx*, z) 22 e(xz*, xi 

的 点 +; 在 连结 y, 和 yirs 的 P 的 线段 上 ,将 它 按 

(e(z*, z) 一 e(z*, z2):(e(z*, z) — plr™, ren)) 
内 分 的 点 确定 为 (x)， 显 然 f 是 连续 的 Fk g(x) 一 (z,FG0) 定 
义 g:X— X X 1°, 2 aX 25 g(X) fE eX x I° 的 闭 包 . 指出 
oxN (zt) X 9) = {x*} x Y BDSJ. aXn (z) x 1) 是 集合 
lG y): = 1 2 在 {z*} Xx 1° 的 来 点 的 集合 ,但 这 个 紊 点 
ST lG) 一 1,2,…} 在 {x*] x 1* 的 素 点 。 因 {yy} 蚌 Y 的 
笑 窗 集 , 故 得 到 


oxXN({r*} x °) = {x*} x Y. 
于 是 aX 即 为 所 求 的 紧 化 ， 口 
2112 推论 任意 可 分 紧 连 通 空间 是 N 的 某 紧 化 的 剩余 。 


§ 22. 可 数 紧 空间 和 伪 紧 空间 


22. 定义 当 拓 扑 空间 X 的 任意 可 数 开 疑 盖 具 有 有 限 子 履 
盖 时 ,和 称 为 可 数 紧 的 《countaby compact)。 在 拓扑 空间 X 上 定义 


“llle 


的 连续 实 函数 着 千 为 有 界 的 , 册 称 X 为 念 紧 的 pseudo compa), 
22.2 命题 在 空间 X 上 ,下 列 条 件 是 等 价 的 。 
G) 多 是 可 数 紧 的 。 
G) XX 的 具有 有 限 交 狂 质 的 可 数 个 闭 集 族 具有 非 空 交 ， 
G) 斑 的 所 有 可 数 无 限 集 具 有 聚 点 . 
证 明显 然 (1D) 和 (2) 是 等 价 的 。 若 否定 (3), 则 存在 有 可 数 无 
限 个 点 组 成 的 xX 的 闭 离 数 子 集 {x1:i 一 1, 2， …}， 落 令 
Fi= {rf =iyi+t l,i=1,2s.**, 
则 {Fj 是 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 ,而 交 是 空 的 ， 这 表明 (2) 一 
G). 为 了 指出 (3)==> (2), 设 {Fi} 为 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 . 


可 点 ae (| Fa i= 1 2 …。 在 fa 中 着 有 无 限 个 相等 的 点 ， 


出 它 属于 站 Fi。 若 {x,} 全 不 相同 , 则 有 诊 点 存在 , 它 属 于 ñ Fi. 
i=1 5 


口 

223 引 理 可 数 紧 或 伪 紧 空间 的 连续 象 分 别 为 可 数 紧 或 伪 
紧 的 . 
证 明 是 显然 的 . 
224 引 理 紧 空 间 是 可 数 紧 的 ,可 数 紧 空 间 是 伪 紧 的 . 
正明 ”前 部 分 是 显然 的 ， 设 FX 一 为 可 数 紧 空 间 X 的 实 
连续 函数 说 明 所 X) 是 紧 的 即 可 。 因 所 X) 是 完全 可 务 的 ， 故 
FC) 的 任意 开发 盖 具有 可 数 子 必 盖 . 由 22.3 久 X) 是 可 数 紧 的 , 故 
可 选 出 有 限 子 覆盖 D 

22.5 例 考虑 在 20.14 考虑 过 的 空间 XX 一 [0,wo) 及 Z = 
[0 oo] X [0, w] — (6 w)， 首 先 尽 是 可 数 紧 的 ， 实 际 上 ,对 于 
区 的 任意 可 数 集 F，P É ESL supF 存在 , 它 是 了 的 聚 点 ，X 显 
然 不 是 紧 的 。 于 是 在 正规 空间 范围 内 紧 和 可 数 紧 是 相 异 的 概念 
另 方 面 ， 由 20.4 指出 的 事实 Z 是 仿 紧 的 ， 但 3 的 可 数 集 {w.} x 
[0,o) 不 具有 诊 点 , 故 Z 非 可 数 紧 的 。 于 是 ,在 完全 正则 空间 中 伪 
紧 和 可 数 紧 是 相 异 的 概念 。 
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226 命题 完全 正则 空间 X 是 擅 紧 的 充 要 条 件 是 在 X 中 的 
局 部 有 限 开 集 族 全 是 有 限 族 , 

证 明 充分 狂 , 关于 实 连 续 函 数 户 X 一 R， 取 好 的 无 限 个 开 
集 组 成 的 局 部 有 限 覆 盖 , 考 惠 它 的 原 象 即 可 ， 在 这 里 完全 正则 性 
是 不 需要 的 .为 了 指出 必要 性 , 设 27 一 {Ui} 为 X 的 局 部 有 限 的 
开 集 的 可 数 无 限 族 . 关于 各 i 若 选 出 € U,， 则 {xy} 是 无 限 集 . 


若 取 ECCX, 站 使 f(xi) 一 六 成 不 一 DO 一 0; 则 2 所 是 X 


上 的 连续 实 函数 但 非 有 办 的 . 

22.7 命题 正规 空间 若 为 伪 紧 的 则 为 可 数 紧 的 ， 

证 明 ” 若 令 X 为 正规 的 且 非 可 数 紧 的 ， 则 和 的 可 数 无 限 的 离 
散场 集 了 存在 ， 若 取 非 有 界 的 任意 连续 函数 户 Y — R, 因 X 为 正 
规 的 ,由 9.11(3) 存 在 了 的 扩张 g:X -> R ，& 是 无 界 的 。 -1 

下 述 Bacon 定理 ,其 表现 是 复杂 的 ,但 具有 许多 应 用 实例 。 对 
于 集合 M ,用 X(M) 表示 所 有 对 的 可 数 子 集 的 族 ， 

228 定理 “可 数 紧 空间 是 紧 的 充 要 条 件 如 下 : 对 于 X 的 任 
意 开 覆盖 2/ ,存在 X 的 子 集 效 Fi, i 一 1,2，,…，U .构成 X 
的 覆盖 , 若 关 于 各 i 适当 取 了 映射; — Xo( 人 2 ), 则 下 述 事实 成 
立 , 若 任 取 2 e z,(27,) 及 点 xD e B, EBE, 则 

LGD:He 28]c u GO. 


证 明 显然 条 件 是 必要 的 .实际 上 ,关于 任意 开 覆 盖 27, 取 
有 限 子 覆 盖 多 , 取 {X} 作 为 区 的 子 集 族 .i, 关 定义 贞 射 大 :{X}-> 
227) 25 (1 X1) = %, 则 因 %Y* 一 多, 故 全 部 成 立 , 今 指 出 充 
分 性 ， 设 QU 为 X 的 开 覆 盖 , 对 于 BU 取 满 足 定理 条 件 的 Fi,fi， 
i 二 1，2，*……*。 对 于 各 i 只 要 说 明 X 的 子 集 Sh 3 t 包含， 
其 中 % e z<X%Z) 即 可 ， 实际 上 , 是 人 U 的 可 数 子 族 , 由 
U 多 ;构成 X 的 覆盖 , 知 存 在 QU 的 可 数 子 覆盖 ,由 X 的 可 数 紧 性 
指出 了 QU 存在 有 限 子 覆 盖 ， 为 了 证 明 上 述 事实 ,假设 不 成 立 , 设 
关于 某 个 k Z SE t 包含 ;o € XX%7). E€ 多 二 
任 取 z € Hi& 8， 由 假定 , 存在 点 z € 8k — (GH. 因 
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zn € HCh(H0,0k z >° n. 35ER z € H, € 87, W] 
CH) UFCHS) € Xl BL ), 
#KEJERZS z € 9rË—ChGRH) Uf(H))*， 若 如 此 继续 ， 则 关于 各 
n= 1, 2，…， 可 取得 全 相 异 的 zw H, € 87, R të 
z. € H,, z € 8 — HOU -: UACGR,228, 
念 
色 一 六 一 Cifzs:z 一 1 2 
由 定理 的 条 件 
Cz} U) (G. 


成 立 . 由 此 {P , CH:z 一 1，2，,…} 构 成 的 可 数 开 覆盖 . 因 
XE KJ OE FA m W, PGH.) = 1.2, my Ë 
盖 X, 但 
” # 
sn WU (U AG), 

改 产 生 矛 对 . 口 

22.9 推论 设 X 为 点 有 限 仿 紧 空间 或 可 展 空间 ， 若 xX 是 可 
数 紧 的 则 为 紧 的 . 

证 明 设 呈 为 可 数 紧 约 。X 为 点 有 限 仿 紧 时 ， 只 要 说 明 X 的 
点 有 限 开 覆盖 4 具有 有 限 子 覆 盖 即 可 .为 了 指出 对 于 2 满足 
22.8 的 条 件 , 令 F = {x}:xz 6 X1,F: E” 一 (CD) 25 (zY) = 
(U e BW :x € U). 关于 任意 子 集 M, Mc.Q2/ (M) 成 立 , 故 色 
和 上 了 满足 22.8 的 条 件 . 其 次 , 令 六 为 可 展 空间 , {9 。} 为 展开 列 。 
关于 各 UE BU: 令 

U,=X-—-%,X— U), nm 

名， 一 06:0E 27). 由 {9 是 展开 列 ,大 UF。 构成 Xx 的 覆 
盖 . 所 :名 na”Xo( 人 BU) 定义 为 jCU0s) 一 VU。 确实 满足 了 22.8 的 
条 件 ; 口 

22.10 定理 (Novak) 有 PN 的 可 数 紧 子 党 也 ，P 存在 ,使 
EUF ~PN, ENF — N. 
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延明 对 于 集合 M. 用 XCM ) SIRMBSTISOEIR T Ae k. 
对 于 46Zo(8V), 用 x(4) 表示 4 的 一 个 聚 点 . 令 Bo = N. XT 
各 序数 a,0 < a < o， 设 


E.~ U EsU (C0:4e2(Y Eo)}, 
定义 E ~ U 5。， 因 的 可 数 集 必定 属于 茶 个 .sa < oi, 它 的 


"< 


一 个 来 点 含 在 Br: 中 , 改 刀 是 可 数 紧 的 . 令 F — (N — E)UN. 
现在 若 关于 各 8 < asfEs| < 2%, 则 


U E,| < 28. R = 2 各 
8<a 


x 
P(O 可 < 


< 
于 是 1E。| < 22%. #|E| < 2*.35 4 € XX8N),DIE 21.4, 4 的 来 
点 的 基数 为 2%， 于 是 含 在 F 中 的 ASALA EE. 改 卫 是 可 数 紧 
的 ， 


22.11 @ JEE 22.10 中 BN 的 可 数 紧 子 集 E, 了, 做 积 空 
BJX= Ex F. BH = G, n):n € N), HJH E: X BJR18E , BE 
有 离散 拓扑 ， 因 此 和 不 是 可 数 紧 的 . 

22.12 例 〈Terasaka) 将 分 为 两 个 无 限 子 集 Ni，N:， 设 
4: 一 人 为 MND = N;, a(N) = N, 的 一 一 映射 ， 关 可 扩张 为 
EN 到 BN 的 拓扑 映射 *， 关 于 各 zepN 有 x* 天 Tx). 因 

[ZBN)! = 26. R. = 26, 
故 若 令 ? 为 基数 206 09163 M| CBN) 可 良 序 化 为 {4o:z < n). 
关于 各 a，4。 的 聚 点 x(4。) 选择 如 下 : 设 x(41) 为 4, 的 任意 聚 
点 . 设 4 达 5%, 对 于 各 8<a, 已 选取 不 同 于 所 有 zG(4,)), 7Y<<8 
的 Az 的 聚 点 x(4g), 因 

1Clbx(4o) — A.| — 2, |[rGa(42):8 < a) < 2, 
故 选 x(4。) 29 z( A) {r(x(4)):p<a} 省 . &# E—NU[zC(A2D: 
e <). # 22.10 的 证 明 同 样 可 增 出 BE 是 可 数 紧 的 。 考虑 积 空间 
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Ex E, B H — ((z, rna):n € NY 是 E X E 的 开 离散 集 N X N 
的 子 集 ， 故 是 x E 自身 的 开 离散 集 . 为 了 指出 H 是 E XE 的 
闭 集 ,考虑 

F = [(x,rz):z € BN}CHN X BN, 
显然 了 是 PN X BN 的 闲 集 。 由 的 做法 有 (E x E) F = H. 
GREY HE E x EE 的 开 且 闭 离散 集 。 BHAI SKIN E x E 
的 局 部 有 限 开 集 族 , 故 由 22.6 E x E fE Db EAS. 


§23. Glicksberg 定理 


23.1 引 理 若 为 拓 扩 空 闻 , Y 为 紧 空 间 ， 则 射影 <=: XX x 

Y — X 是 完全 肌 射 - 

证 明 设 F 为 XXY 的 闭 乐 , xEClx(x(F))。， 只 夺 指 出 

zx) D F 天 @ 即 可 。 ik ll) nF 一 名。 关于 各 (xz ye 
x (4), 有 * 的 邻 域 U(x,y), 5 893538 V O), f 
UG, y) XVONF — $. 

因 {V Cy) :y EY 了 } 覆 盖 紧 的 Y, 故 存 在 有 有 限 子 履 六 和 VCyi):i = 1, 

2,………,#}， 若 令 


v= 局 ze， 
则 如 是 x* 的 邻 域 且 U x YNF 一 区 .于 是 Znx(F) 一双， 和 
z€ ClxG(F)) 矛盾 ， 
23.2 记号 设 f 为 不 XY 上 的 连续 实 函 数 ,， 且 关于 各 
z€ X, 1({x} X Y) SEAS 889. 28 T z € X H SG) G) = IK, y) 
磋 定名 (wx) € C*(Y). 由 对 应 x — S; (z) 可 确定 映射 
šX > C*(Y). 


XT e, € X, 

px yx) 一 SB Fr, y) — Hx’, y)|, 
则 py 满足 X 上 的 伪 虐 离 条 件 15.2), G), G), 车 用 4 表示 
C*CY) 上 的 虐 离 (参照 95), 则 pi(z, z) 一 区 SC (z). 对 


tli, 


于 函数 ee C(X) 用 Z(8) 表示 8 BD SE 35 (z € X: gG) = 01, 

关于 积 空 间 X x Y, (X x Y) 和 8X x 8Y 一 般 是 不 同 的 . 
在 本 节令 述 的 Glicksberg 定理 给 与 了 它们 是 等 价 的 充 要 条 件 . 此 
处 给 出 的 定理 的 证 明 是 Frolik 和 Tamano 提出 的 . 

233 命题 设 1€ C(X XY) 为 关于 各 z€ X, K(z) x Y) 
是 有 界 的 函数 ， 在 下 述 情形 Ea X > C*CY) 是 连续 的 . 

(1) 关于 X XY 的 任意 零 集 A.C A) R X89818. 在 此 x* 
R x XY 到 X 的 射影 ， 

《2) XX 了 是 完全 正则 伪 紧 的 ， 

证 曙 (1) 设 zeX， 只 要 说 明 关 于 任意 s > 0, £ x 8935 
域 U, 使 


(Ë (xa). £O) < 26, x € U, 
成 立即 可 ， 着 
g(z, y) — 8 — min(e ,| /Cx0) Cy) — SG) 021), 
G,y)6€ Xx Y, 
MÜ z 是 连续 的 . 若 == xa M] z(a, y) = e,y€ Y. E z &=(Z 
《g))， 因 <(Z(g)) 是 闭 集 ， 故 若 取 和 =<(Z (g)) 不 相交 的 x 的 邻 
域 可 , 则 关于 (x,y) € U XY 了, 有 
8(x0) (Cy) — ECx) (Cy) < 8. 
于 是 
dEslxo), š (Se < 28， 
(2) 关于 某 meX， 存在 e > 0， 关 于 x 的 各 邻 域 U， 假 定 
存在 x*&《U, 使 
a(Si(xo0), S (a) > 48, 
这 表示 关于 x。 的 各 邻 域 口 ,存在 (x,y) EU XY, 使 
lG y) — fas y)] > 48, 
满足 此 条 件 的 x 的 邻 域 口 记 作 ze 点 (xz,y) 记 作 Geo y). Buz 
x 加 的 邻 域 本 Ws, 使 DUWCUs 且 了 在 UX VW X V, 
上 上 的 变动 不 超过 = , 即 KU x VD, (W, x V.) 包含 在 长 为 的 区 
闻 中 , 则 存在 U, x Y BJ Gy) ,使 
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[Gos 92) — fx 92)1 > 48, 
取 vo za pÚ BJ BR U,, W, V, ë U,UW;CU, B f # U, XV 
W; X P, 上 的 变动 不 超过 s。 如 此 继续 ,对 于 各 #,《 让 ) 取 点 ze, yas 
使 
If(xza y.) — fxss yj > 46, . 
GiOBze za y, 80963 U, W .,V. Ë U,UW,CU, Gü) fË f # 
UXV。,WsXV。 上 的 变动 不 超过 s， 因 {W。X V,} 是 XXY 的 
开 集 族 ， 玖 由 22.6 在 菜 点 (z, 了) EX x Y 不 为 局 部 有 限 。 任 取 
(z,7) 的 邻 域 U x V9， 如 果 关 于 nyw'sn < m; 有 
(UXVINGW, x V,) FB = (U x V) QE, x Vy), 
则 由 《ii) 有 
(U x V)ñn(U, x P,) # @, 
由 此 事 与 Gi), 关于 茶 个 4, 有 
IK#, y) — fx y.)| < 28 B. |/(z,y) — Ka,, y.)| < 26. 
于 是 有 |J(z, yo) — K(z,,y.)| < 4,80 G) 矛盾， 口 

284 SIE 设 X, YW DEIB A ACE IRA0SSG O EMND2S]S. 
8 X x Y 不 是 伪 紧 的 , 则 X,Y 存在 有 非 空 不 相交 的 开 集 列 (U,: 
n=1,2,--.l, [(V,:na = 1,2,:..y, Ë (U, XJosa 一 1;2 
# X x Y 中 是 局 部 有 限 的 . 

证 明 设 X 非 伪 紧 . 存在 由 XX 的 非 空 开 集 组 成 的 分 散 集 列 
(Ua 一 1,2,…'}， 因 Y 是 正则 空间 且 是 无 限 集 , 故 具有 非 空 开 
集 组 成 的 不 相交 集合 列 {Vs:4 一 1, 2,…}， 这 时 {Ux V.) HB 
为 所 求 的 集 列 ， 当 了 为 非 伪 紧 时 也 同样 .其 次 设 入 和 YY 都 是 伪 紧 
B.R (U, X Po:n 一 1 2, 小 为 由 非 空 开 集 U, x y, 组 成 的 局 
部 有 限 列 (22.6). 设 y € Y 为 在 那里 {F。} 不 是 局 部 有 限 的 点 , 任 
意 选 点 4.《 U, 考虑 点 (zi ya), WFE (zo yo) BJ SS W, x S. 
和 有 限 个 UU, x 7。} 822. slk w,CU,.. 若 令 


1) 这 里 要 求 函数 f EU X 上 的 振幅 所 8。 此 欠 , 叉 因为 1 在 UX, w X, 
上 的 报 炳 必 8， 放 本 证 明 中 最 后 三 个 不 等 式 中 的 "<" 要 相应 澳 戌 “ 筷 ”。 一 一 校 
者 注 


* 8. 


4 = e: G X SOC, X 7) # 6), 

则 关于 0 € N:V, DS 2 @) 一 44 的 任意 元 x, 有 WiN Vo 一 %. 
任 取 这 种 # 的 一 个 为 太 , 出 于;s& U,, R tE8889 , 8 (z;; ya) 89 558 
W, X S,,f# Ww,CU,, R. 

A= (s€ N:(W, X s) CU, X V) @) ` 
为 有 限 集 者 . 取 {n e N: V, 0 S, 2 @) 一 中 的 任意 元 为 为, 如 此 
继续 进行 。 可 选 出 X 的 不 相交 开 集 列 SF 一 1.2. *…}, 关 于 某 
{py,} 的 无 限 子 列 {F。} 使 

W; X V.,CU, X 一 12， 

现在 交换 X 和 了 的 作用 ， 如 果 同 天 进行 ， 则 得 到 所 求 的 开 集 
列 . 口 

235 ”定理 〈Glicksberg) 设 不 , 7 都 是 具有 无 限 个 点 的 完全 
正则 空间 .下列 条 件 是 等 价 的 . 

(1) P(X x Y)= BX XBY. 

G) Xx 了 是 伪 紧 的 . 

(3) X 是 伪 紧 的 , 关于 x Y 的 任意 等 集 4, x(4) 是 X 的 
闭 集 (x 为 射影 XX Y — X). 

G) XX 为 伪 紧 的 ,对 于 任意 的 1 E C*(XXY)68:X — CY(Y) 
是 连续 的 . 

延明 “ 按 (D 一 > (2) 一 (4) = (1) -一 0G3)- 一 (4) 的 顺序 
给 与 证 明 . 

(1) 一 >(2) 假定 (1) 成立 , 设 X x Y 是非 伪 紧 的 ， 出 23.4 
有 非 空 局 部 有 限 的 开 集 列 {U, x Van 一 1,2,.…*},{DUs} 和 {oj 
都 是 互 不 相交 的 。 可 假定 列 (U, x y。} # X x Y 中 是 分 散 的 ， 
《在 此 局。 分 别 可 换 为 其 闵 包含 于 U, V. JES). SX F n, 
EBR (z,,y.) € U, x V, fa f, € C*OU zs, € C*CY), 使 

FG) = 1sf(X 一 U.) = 0, gs) = lgn(Y — Vs) ~ 0 

出 


h(x, y) 一 S LG) gG), (z. 7) EX X Y, 
ial 
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定义 hE CXX x Y). (HU, x V,) 的 局 部 有 限 性 知 4 的 连续 
性 . ) 由 《1) 存在 4 的 扩张 hE C*(8X x 8Y)。 考虑 8X 上 的 伪 距 
离 ps. 

pars x) 一 p lG, y) — G, y)1. 


因 9 一 (S(z, 1/2):x € 8X] (CS(z 6) 是 pa 8 8 85398 6x 的 
EBE, 故 存在 2 的 有 限 子 覆盖 2/', BO z.) 是 无 限 的 ， 
改 在 @z' 的 某 个 元 中 至 少 含有 (e) BUR sssi, 由 2 的 
作法 ,的 直径 是 小 于 1 的 ,但 
Iris zi) = sup [xi, y) — HK, y)| 
Z WG, y) 一 Ma 
- |>] e) G) — 2 f) an 


=G) gy = 1 

得 到 矛盾 . 

《2) 一 >(4) 及 (3) 一 >(4) 是 23.3 的 结果 . 

(=> 取 任意 的 f€ C*(X x 了 Y)， 只 要 说 明 它 能 扩张 
到 BX x BY 上 即 可 .由 假定 与 : 宙 一 C*(7) 是 连续 的 。 因 CY(Y) 
和 C*(8Y) 可 同等 看 待 ， 政 可 看 做 5/:X 一 C*(PY)， 《关于 名 
r€ X, BË SG) € C*CY) 扩张 到 BY 即 可 .) 因 z (X) E Rk 2s la] 
C*(pY) 的 伪 紧 集 , 故 出 22.3 是 紧 的 。 出 8X 的 极 大 人 性， 与 :不 一 
$ CX) 可 扩张 为 8:8X 一 PCX). #H 

Hz, y) = glx) Cy), (z, y) € BX x BY 

定义 产 8Z x BY — R, 则 了 是 f 的 扩张 . 

(1D 二 > (3) 出 已 证 明 的 (1) 一 > (2), X,Y 都 是 伪 紧 的 ， 设 
f€ C*(X x Y)。 只 要 说 明 (Z (D) 在 X 中 是 闭 的 即 可 ， 取 + 的 
Jak z€ C*(0X XBY), @ ]—z]|X X aY, W2 z:X Xx pY — X 
为 射影 H 23.1 B 8 EE Hk t k a(Z(]D) 是 和 的 闭 集 ， 只 要 说 
BJ 2(Z()) 一 x《Z( 有 )) 即 可 . 令 = € 2CG2(D) 一 x(2(1)), 关于 
某 点 YEB8Y 一 Y ,fxos $) = 0 且 关 于 任意 的 (xo,7) € X XY, 有 
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Ga y) 0. 车 令 
gG) = 1//(x y), y€ Y, 
则 8 是 连续 的 但 非 有 界 的 ， 这 和 Y 的 伪 紧 性 矛盾 . 


5$ 24，Whitehead 级 拓扑 和 Tamano 定理 


24.1 定义 设 X 为 拓扑 空间 ，{ Fe:ee4} 为 X 的 闭 覆盖 ， 
满足 下 列 条 件 时 , X 称 为 关于 (F. 具有 Whichead 弱 丘 扑 ， 对 于 
{Fj 的 任意 于 族 {Fs:8 ET}, TCAh， 

(1) U[IFe86T) 是 X 的 闭 集 . 

(2) UI{Fs:8 ET} 的 子 集 口 当 且 仅 当 关于 各 Be6T，Fen 
在 F, 为 开 集 时 ,在 U{Fs:8 ET} 为 开 焦 . 

在 例 19.3 观察 过 的 空间 Ki， 关 于 它 的 闭 覆 盖 {KD):i 1, 
2,--.] 具有 Whitehead 弱 拓 扑 ， 

242 引 理 设 X 关 于 {Fs 具有 Whitehead 弱 拓 扑 。 BR 3 
f:X — Y 是 连续 的 充 要 条 件 是 对 于 各 F。,f|F。 是 连续 的 ， 

证 明 ”必要 性 是 明显 的 。 若 了 为 了 的 开 集 ， 则 关于 各 Fe， 
P'O F, — G| F.) 是 Fe 的 开 集 , 故 由 24.1(2)》， 产 (7) 是 
XX 的 开 集 , 口 

243 命题 若 {F。} 为 X 的 局 部 有 限 闭 覆 盖 , 则 X 关 于 {F。} 
具有 Whitehead 弱 拓 扑 . 

由 定义 是 显然 的 . 

244 定理 设 X 关 于 {F。} 具 有 Whitehead 弱 拓 扑 . 若 Fo 是 
正规 空间 、 完 全 正规 空间 或 的 承 的 正规 空间 ， 则 XX 也 分 别 是 正规 
空间 ,完全 正规 空间 或 继承 的 正规 空间 . 

证 明 ” 仅 就 继承 的 正规 空间 的 情形 证 明之 。 其 它 的 情形 是 类 
似 的 . 令 YCx. #EH,= Fs 介 Y, WY X THS (H.J 具有 
Whitehead SS E$F. 022835 {8。} 以 良 序 成 为 (H, < n). 在 此 
e, 是 序数 . 设 B 为 Y 的 闭 集 ,JE C*(B, 1). WX Tj e < n 
对 于 各 8 < 存在 了 的 扩张 
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hb: U HUB ~—1, 


YEB 
关于 各 =a 满足 U UB 一 名. 车 做 
如 |。 
确定 /o: lU HUB 1, 由 24.2 fw 是 连续 的 ， 沽 虑 映射 


(U HoyB) Nu., 


a 


B= Je 8 <a, 


fo 


B (U HsUB) nA 是 正 需 空间 R. SE, 放 记 具有 到 及 的 


Ba 


扩张 za. HB 


k l. s 


定义 jo: U HsUB ->1， 则 fs 是 连续 的 。 现在 对 于 各 Hs H 


FE, 一 人 定义 六 Y 一 了, 则 7 是 1 的 扩张 ,于 是 了 是 正规 的 . Ll 

在 24.4 中 各 F, 291538 T, 的 情形 、X 是 仿 紧 7; 的 事实 已 被 
Morita 指出 ， 他 的 证 明 是 直接 的 ,但 在 此 将 做 为 下 述 的 Tamane 定 
理 的 应 用 证 明之 ，Tamano 定理 给 与 优 紧 性 以 完美 的 特征 . 

24.5 ”定理 〈Tamano) X 是 仿 紧 7 的 充 放 条件 是 关于 
某 个 紧 化 aX,X X aX 是 正规 的 . 

证 明 ”必要 隆 由 17,19 得 到 ， 为 证 充分 性 ， 设 eX 为 使 X x 
aX RAE X BE (k. 设 2 为 和 的 开 覆 盖 , 关于 各 U € 人 取 
eX 的 开 集合 条, 使 和 NX 一 U0, 则 F ~ ax 一 UL:0e 42 E 
在 aX — X HË aX 的 闭 集 ， 考 虑 

A — {(x, zx):z EXICX X aX. 
因 A 和 X x 下 是 正规 空间 X X ax 的 不 相交 闭 集 、 故 有 茶 个 
f€ C(X X aX,1) 使 CX x FP) = L,/KA) 一 0, 若 由 
prs 一 Res y) — Gy), z€ x, 


定义 p, 则 因 射 影 X X aX — X JE HI 9, ki 23.3 (2) 8 是 X 的 


a 122< 


H 


区 的 


伪 距 离 ， 因 度量 空间 X/ o 《参考 15.2) 是 仿 紧 的 , 故 可 取得 XX 的 局 
部 有 限 开 覆 盖 9 一 {V,}, 使 各 Vy 关于 9 的 直径 小 于 112。 今 关 
于 各 Pr 证 明 


ClxV,NF = @. 
取 (was ya) € V, X (CloxV rN FY). 
Gas ya) 一 1, 故 存在 z BO SB5R V, y 在 aX BJ 838 W ,关于 
任意 的 (z, y) € V X W, f J/(x, y) > 112, IN w YV, = @ ,#& 
取 其 一 点 六，Hzo ,为 ) > 1/2， 另 方面 
IG y) = HHG) — Ky y)' S sup fos y 


— IG. y)| = plro y) < 1⁄2, 
由 此 矛 逢 关于 任意 的 VEY 知 CL, V, n F — Z, B CL,V, E 
紧 的 , 而 2=(D:U € 27) 是 它 的 车 盖 ， 故 关于 各 7,, 寡人 WU 的 
有 限 个 元 三,，… ,Uw 存在 ,使 


a 
v, U tr. 


jl 


若 令 
Vr= VNU, i= 1, ,nA(7?), 

HÜ(V;i: V. e, = 1, n(7)] 是 %¿ 的 加 细 ， 显 然 是 局 部 有 
限 的 . 口 

24.6 ”定理 《Morita) 设 X 关 于 闭 覆 盖 {F。} 具有 Whitehead 
弱 拓扑 ， 若 各 F。 20 38 7 的 , 则 和 是 仿 紧 T, 的 ， 

证 明 由 24.4X 是 正规 的 ， 因 之 是 完全 正则 的 ， 故 它 的 紧 化 
aX 存在 ， 由 24.5 说 明 X X aX 是 正规 的 即 可 ， 于 是 由 24.4 和 下 
述 引 理 可 得 到 定理 . 

24.7 引 理 设 X 关 于 闭 覆盖 {P。} 具有 Whitehead 88 JE#$F., 
若 Y 是 紧 的 , 则 X x 了 关于 {F。X Y) 具有 Whitehead 羽 拓扑 。 

证 明 设 UCXXY 了 ,对 于 各 F. x Y,UD (F, X Y)E F,x< 
了 的 开 集 . 为 证 也是 X X Y 的 开 集 , 设 (za, yo) S U, Be x, É5 
F... 若 令 


V = {yr y) € Uñ (F, x Y)), 
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JJ V E: y #E Y BJ SB3R, SC] 2 yə E93F 538 W, Ë Clyw 是 紧 的 且 
被 含 在 7 中 , 令 
H = {x:{x} x Clrw CU]. 
关于 各 F。, 因 
HnF, = {x:{r} x ClywCU n(F, x Y)), 
# Hñ F. E Be 的 开 集 .( 注 意 ClzW 是 紧 的 .) 于 是 日 是 X 的 开 集 。 
(zao) € H X WU, UB X x Y 的 开 集 . 口 


$ 25. 不 可 数 个 空间 的 积 
25.1 定义 设 哄 为 任意 基数 ， 成 为 广义 Cantor 集 D” 的 


韦 续 象 的 空间 称 为 2 进 紧 的 《dyadie compact)。 
紧 度 量 空间 是 2 进 紧 的 (25.3) ,但 紧 T, 空间 未必 是 2 进 紧 的 


(25.17), 

25.2 定理 若 X 为 量 数 为 饥 的 紧 T; 空 间 ， 则 X 为 D” 的 
某 闭 集 的 连续 象 ， 

证 明 设 {Us:mE A] 39 X69588 B| A| — 9. 令 


px — ]| p, 
aEd 


《D。 是 2 点 0,1 的 集 ), 关于 Ds 的 点 sos 当 zs 一 0 时 , 令 Fe 一 元， 
B s= 18 F, — X — U,. 关于 De 的 点 xz 一 《xc), 令 
FG) = [) F... 


“e 
令 
D = (z € D, FG) = @1. 

因 {U6} 是 基 ;, 故 关于 各 z € D', F(x) 是 X 的 唯一 点 组 成 ， 由 x 一 
F(x) 定义 F:D' -> X，F 是 到 区 上 的 连续 映射 几乎 是 明 旦 的 。 现 
在 指出 D' 是 D" 的 闭 集 . 若 直 KED'， 则 PP) 一 nF.= @. + 
RE FJ) 不 具有 有 限 交 性 质 。 从 而 关于 某 有 限 个 so oao 有 
站 F,,= 6. #z=— G), # 


tm1 
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W = lG) € Dx — Z pi 1s nh 

则 tr 是 的 邻 域 且 关 于 各 xE W # F(a) = @ , £ Ww 0 D' = @, 
于 是 D' 38. 口 

253 推论 紧 度 量 空间 是 2 进 紧 的 ， 

证 明 若 X 为 紧 度 景 空间 ， 则 由 25.2 Cantor 集 C(= D) 的 
闭 集 忆 和 到 上 的 连续 映射 产 刀 -> 中 存在 N E E: C PDN 82 , gk 
作出 连续 陵 射 +:C — E, y |E = 恒 等 联 射 .《 由 C 的 特殊 结构 作 
成 7 是 容易 的 .一 般 的 情形 ,四 6.1.)f:C — X 是 到 X 上 的 连续 映 
射 . 口 

25.4 定理 《Morita) 令 a(X) 一 跑 。X 是 仿 紧 正规 的 充 要 
条 件 是 X x De 是 正规 的 , 

证 明 ”必要 性 是 明显 的 ,证 明 充 分 性 . 设 Y 为 w(Y) 一 e(X) 
一 鹃 的 尺 的 紧 化 .(Y 的 存在 是 容易 知道 的 : 由 12.14 X aji A Im 
中 , 故 在 J” 中 可 令 X 的 闭 包 为 Y,) 车 说 明 XxXY 是 正规 的 , 则 由 
24.5 得 到 定理 ， 由 25.2 D* 的 闭 集 E 和 到 上 的 映射 f:E 一 Y 存 
在 . 因 X x E E X x DY 的 闭 集 , 故 是 正规 的 .车 由 

g(z, e) = (z, fe)), (e, e) EX x E, 

定义 g:X X E— X Xx Y, l] z E.HIRE 3: , GX Ef 23.1 完全 同样 
的 证 明 。 一 般 的 情形 参考 习题 5.D.) 8 是 闭 的 和 X x E 的 正规 性 
意味 着 x Y 是 正规 的 ， 口 

255 定义 设 x= 林苑 为 积 空间 , F: X — Y 2) EE sb k: 

pr 

射 。4 的 某 可 数 集 T 存在 , 当 上 是 射影 


ms |] x.— JJ x. 


ae Er 


和 连续 映射 8: T] X.— Y 的 合成 时 ， 即 了 = gxr 成 立时 ,了 称 为 


a€r 
BU aeqhip. 


25.6 ”定理 (Mazur) 在 下 述 情形 , 积 空间 TÍ x, 上 的 任意 
Eh 
连续 实 函数 是 由 可 数 坐 标 确定 的 . 
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《1) & Xe € A) E 了 空间. 
《2) # X,Ga € A) 是 完全 可 分 的 . 
本 定理 就 更 一 般 的 形式 (25.12) 证 明之 。 首先 从 下 述 的 重要 
命题 开始 . 
25.7 命题 (Samin) 设 @ 为 |8| 大 于 入 的 正则 基数 的 集合 ， 
{ho:0€ @} 为 以 @ 为 指标 集 的 有 限 集 疾 . 这 时 ,在 在 BCc6， 
18@'| = le| ,对 于 各 06B';6 = 0,, 有 
ADA, — (14. 
HEB 


证 明 ”现在 在 8 的 子 集 人 @ 中 ,对 于 和 名 外 ,94€ @',0,= 0, 有 
A,A, = [1 A 
4 


的 8B' 称 为 P 集 合 . 设 16| ~ 9, B3E|@'|—% 5 P $E @ @' 不 存 
#. 歌 任意 的 < @, 2 As 的 子 集 的 集合 为 Sr (hs)， 关 于 各 
Te Fr (As), < 

PXT) ~ (0 € 8: As he, = T). 
因 忆 集合 族 满 足 有 限 性 ， 故 由 Tukey 引 吾 存在 只 (的 极 大 子 
P 集 PXCT)， fB, T36,6€P(T),0 = 6,38 AƏs. (AO = T, 
则 假定 


站 Aa =r 


eep( 


= 令 
e — U PG). 


TES Ug) 


由 假定 |PF(T)] < m, # 18| < W. WT s> 1 已 构成 @,;， 
]8,| < %,íi=1,--, n — 1. £ 


设 S (H,) 为 日 ,的 所 有 有 限 子 集 的 集合 ,关于 各 TE Sr (H,), + 
PAT) — {0 €8: Ae E, = T). 
设 PGD 29 P.G) 的 极 大 了 集合 ， 和 前 直 相 局 , 如 下 假定 也 不 失 
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一 般 性 : 
《1) 3#6,60,€P,(T), 0, # 0, As As, = T, MI 
站 A= r. 
ecer 


令 印 一 UJ PXT), 因 ! 多 (| < m, T e Sr Q.) 


TESUIn) 


[PCD < %ü8g]8,[| < 员 ， 如 此 ,对 于 # 一 1,2,…, 作 出 @ 的 
+E 9,,19,| < 瑰 ， 现 在 指出 @ — U 9,. 这 和 名 是 正则 得 包 


盾 , 故 揭示 了 命题 , 设 Be - Ü 9,. 若 令 


I, = sf Hs € Sr (H,), 
则 
B EPAT,) — PRCT,). 
关于 各 4, 知 存在 0, € PX(T,) 使 AsD (he, — Ho) 天 6; 实际 上 ， 
车 否定 此 事实 , 则 关于 各 8 € PXCT,), 有 AoAs 一 了 ,由 (1) (6, 
好 (To)} 是 集合 , 故 与 局 (T,) 的 极 大 性 相反 ， 若 选 
ae, € A (he, — H,), # = 1 2 
则 名 
=, € A,CH,, m > n, on Hs 
故 far:n 一 1;2，…] 为 无 限 集 , 但 男方 面 , 45 是 有 限 集 ， 如 此 得 
到 矛盾 . 
258 定义 Wk x= H X, 为 积 空间 ,过 = G) 为 其 一 点 。 
关于 各 点 + 一 《xo), 令 
AG) = (z € A:z, Fo}. 
它 意 味 着 依 以 z 为 基点 的 了 积 X(8)(2-product), Ë |AG)1 < % 
的 点 * 组 成 的 X 的 子 空间 ， x(G) 为 其 坐标 与 < 的 坐标 最 多 只 有 
可 数 个 相 异 的 点 组 成 的 集合 ， 再 令 
XG = {x EX AC) < 81. 
2 (2) 是 x(z) BD T E 202) 是 X 的 秘密 子 集 ， 
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括 扑 空间 了 当 对 角 集 {(y,y):y € Y EY Xx Y 的 G, 集 时 , 称 
为 具有 Go 对 入. 

259 引 理 了 上 共有 Gs 对 角 集 的 充 要 条 件 是 存在 Y 的 开 恬 
382] 1 sm = 1,21, WF yy € Y,y % y> qA a t 
y'& % ,G). 

证 明 若 A~ (Gy, y):y€ Y) 在 Y XY 了 是 Gs 集 ， 则 A 在 


Yx Y SMB V, a = 1.2... fE 门 V. = A. 着 令 U ,一 


"=L 


{D:DU 是 Xx 的 开 集 且 U x UCV,), n = 1，2，…，, MI 2Z 185 
引 理 的 条 件 . 反之 , 若 令 
V,= U(U X U:U 6 %,), n = 1.2, rs 


则 V, 是 4 的 开 邻 堪 , 使 内 r, 一 A. D 


25.10 推论 可 展 空间 ， 特 别 地 度 最 空间 具有 Gs 对 角 集 . 
25.11 引 理 设 Xe(ee A) 是 满足 25.6 (1) 或 (2) 的 空间 ， 


xe TI X。 # 


s€ 


(zZ(0):6¿0),19] > 
为 (2) 的 子 集 ， 出 存在 其 任意 名 城 他 有 fx(9)} 的 无 限 集 的 点 
y € 2(z). 

#@ wmkR*elelEemus, CGMm 9'C8,1691 > WE 
10' 是 正则 的 ， 用 B fB o 考虑 即 可 .) 关于 各 96 0, £ A= 
4(z(6)) (参考 25.8)， 由 25.7 在 4 的 有 限 集 如 和 @@ 的 子 集 Bu， 
18,| > 8, XF 06, 0,€ 6， 09, 0,, 8 ha, 站 ho, 一 人。 车 
A= 多 ， 则 点 一 2 满足 引 理 的 条 件 ， 当 妨 关 ó 时 ， 令 A, — 
[ao mmj。 考 起 积 空间 X, = X. x .… X Xo， 因 X, BË 
的 或 完 全 可 分 的 , 故 有 某 点 ye Xs 它 的 任意 令 赴 合 有 {zn(z(0)): 
9 8) 的 无 限 集 {x 是 身影 I x. — x.). mamaens-GOƏ 


如 下 : rw) 一》 #a & AM] y, = z,. 3 RFD250ORE 2 (z) 的 
点 , 口 
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25.12 定理 (Engeiking) iË X,(e € 4) 为 满足 25.6(1) 成 (2) 
的 空间 ,ze H x... 设 了 为 具有 Gs 对 角 集 的 空间 , 1;3(z) 一 Y 
是 连续 的 、 此 时 存在 人 的 可 煞 地 集 人 及 连续 映射 站; 1x >Y, 
使 1 二 了 xn， 在 此 , ma 是 身影 人 Xs— Í x. 在 z) 的 限制。 


“e 


证 明 < À 为 满足 下 列 条 件 的 元 a 组 成 的 4 的 子 集 ， 有 仪 & 
坐 款 相 异 的 Bo(z) 的 二 点 z = (xo) sx' = (xs) € X,(Z) (车 a = a, 
JJ z, = xç), 使 f(x) 5 闪 x)， 今 指出 如 是 可 数 集 ， 假定 |4| > 
No。 关 于 各 ae A (X a SEP ABSERS x) 的 二 点 x(B)， z'(a), 
使 Kz(a)) = JG (8)). 218 Y x Y 的 于 集 

{C(xC8)), fG(a)):8 € AJ. 
因此 集 和 Y x Y 的 对 角 集 和 不 相交 , 故 若 A 是 Y x Y 的 G, 集 ， 
则 存在 和 A 在 了 X Y 的 开 邻 域 上 和 如 的 非 可 数 子 集 4 使 

M = {fx(B)), fx (a))) aE HCY Xx Y — U. 

若 应 用 25.11 于 {x(8):5€ A. BES ye Zu(z), 它 的 各 邻 域 含有 无 
限 个 {z(z)}， 点 x(z) 和 z(a) 仅 有 一 个 坐标 相 寞 , 因 Aç 是 非 可 
数 的 ， 故 7 的 各 邻 域 也 含有 {x《5):a&é A) 的 光 限 集 ， 于 是 点 
GG),1G)) 必须 是 M 的 聚 点 . 但 MCY x Y 一 U， 这 是 不 可 能 
的 。 医 而 集 A 是 可 数 集 ， 令 ce 4 一 A. 如 果 (x) 的 点 * 和 
x X e Se DA 850, 则 由 本 的 定义 JG) = JG) 成 立 ， 应 用 这 个 结 
果 , 任 取 ws4 一 如一 1 n): 3 r, z' € BX) 25008 o; 玉 
标 G = 1，……， n) 相 异 的 点 ， 则 f(x) 一 1) 成 立 。 若 考 虑 到 
Z (z) 在 3(z) 中 稠密 ,由 f 的 连续 性 ,车 

ROI xa (z)5 
则 得 到 f(x) ~ f(x"). 这 表示 可 由 

fx) = f: nt) x € i! x, 


定义 p IL 筷 一 了 .了 显然 是 连续 的 , 且 了 一 站 =a. 口 


sh 


# xG) 在 [Í] X。 直 称 密 , 则 Mazur 定理 25.6 20 25.12 的 结 
“4 
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#. 
25.13 推论 设 Xe(ce4) 为 紧 Ts 空间 , ze [[ X。， 此 时 


有 BCECz)) ~ TIT x.. 
证 明 由 25.12， 各 je CC2(#)) 可 扩张 到 JT x.. 口 


a 


25.14 定义 ”拓扑 空间 X 当 其 非 空 开 集 的 不 相交 族 至 多 是 
可 数 族 时 称 为 Souslin 空间 . 

例如 可 分 空间 显然 是 Soustin 空间 . 

25.15 B] Sousin 空间 的 连续 象 是 Souslin 空间 

证 明 是 显然 的 。 

25.16 ”定理 ”任意 个 Souslin 空间 的 积 空间 是 Souslin 空间 ?，。 

证 明 设 Xe(ace4) 为 Souslin 空间 ,了 X, E Souslin 空 


[了 


间 ， 设 存在 [ X. 的 不 相交 开 集 族 {0(6):6 68B},18| > R. 各 


Ir] 


U9) 可 作为 了 x. 88 sr y 38. 即 关 于 各 6， 存在 4 的 有 限 集 


ry 


As 和 XX 的 开 集 US, o € he, 使 
vo—- ux II x.,. 


Er =" 
必要 时 ;将 @ 换 为 具有 正则 基数 的 子 集 , 再 应 用 25.7 于 {4e:9< 8@}， 
则 存在 @'C8B,18"| > t, # 6,, 9, € @', 0, == 0, MI 


As. de, ~— [) do. 


2 


&r=[( A. #r= g, W {UC9):9€ @'} 其 有 非 空 交 ， 故 


Heer 


1) 本 定 理 是 错误 的 ，( 基 症结 在 于 让 明 最 末尾 的 一 名 结论 ， 作 者 利用 了 铺 误 的 直 
觉 .) 时 在 1936 年 南斯拉夫 数学 家 Kurcpa 就 证 明了 如 果 在 在 Souslin #& L, 
现 六 就 不 是 Souslin 空间 ， 六 十 年 代 末 ，Jech. Tennenbaurm 证 明了 :存在 
souslin 线 与 通常 的 集 论 公理 体 莱 ZFC AE F|R. CREN Souslin 
同 古 的 解决 .) 这 也 说 明了 定理 25.16 在 ZFC 内 是 不 能 证 上 明 的 ， 己 是 在 某 些 附 
加 的 集 论 假设 (如 M4 + 7CH) 下 。 定 理 25. 16 的 结论 可 能 成 立 。 关于 定 通 
25.16 的 历史 背景 与 近代 发 展 ,可 客 考 下 文 : 

836, Martin 公理 及 其 应 用 1, 华 中 工学 崇 学 报 , 数 理 交 辑 专刊 ,1979。 
Mary Rudia, Set theoretic topology, 第 三 章 , CBMS Regional Conference 
Series No. 23, Amer. Mash, Soc.、Providence，1975. 一 — 校 者 注 
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T = Z, 关于 9 = @' € @'U(0) n U(0') 一 @ OS 34 e € 
As A Br USN Us = @, 于 是 关于 某 个 8 ET，X。 的 开 集 
族 {U8.9 e 6@'} 是 不 相交 的 ， 这 和 X, E Sousa 空间 相反 . 

由 4.J 知 在 本 定理 中 ，Samslin 空间 X。 即 或 是 可 分 空间 ， 
JI X 一 般 也 不 是 可 分 空间 . 


a 


25.17 例 考虑 例 19.6 的 紧 7, 空间 K,、 因 C' 的 各 点 是 开 
集 , 故 {{zj:ze C'} 构成 具有 活 续 东 数 的 不 相交 开 集 族 ， 因 此 ， 
,不 是 Sousiin 空间 ， 从 而 不 是 二 进 紧 的 。 实际 上 ， 电 25.16 广 
义 Cantor 8É D 是 Souslin 空间 ,由 25.15， 它 的 连续 象 必然 是 
Souslin 空间 。 由 此 例 可 知 紧 了; 空 匠 未 必 是 二 进 紧 的 ". 


34 题 


4.4 EB EBR 31 3FBR 310 25 sh 31. 

4.8 对 空间 X 的 有 限 开 覆 盖 族 依 , 对 于 Xx 的 任意 有 限 开 和 覆盖 ,有 六 的 元 
为 其 加 细 时 ， 称 了 为 组 合 基 、X 的 组 合 基 的 最 小 基数 以 "( 2 表示 之 ， 称 为 
Tales 《0 3F 7, 空间 Xs 有 e(x)<o(x)<27eo, (2) 著 X 是 紧 

的 ; 则 w(X)=o(X). 

4.C 设 X 为 正规 空间 ,{D1:1 一 1,…',*) 为 其 开 覆 盖 ， 关 于 各 i 任意 给 

与 实数 六。 对 于 I<Sk<n,i=1,-.. r 4 
FR o kO)=x— U s,. 


A a 
此 时 ,对 于 各 <€ F(Ko-- Ok.) EBE iTe Ct(X) 存在 ,使 
max(rs rs Te) He) min(rk, se hs). 

提示 反复 使 用 Tietz* 扩张 定理 。 

4.D ”对 于 正规 空间 xX, 有 0(X) = w(C*(X))。 

提示 “对 有 至 数 集 {7/}, 使 用 A.C. 

4.E ”完全 正则 空间 居 至 少 具 有 两 个 不 等 价 的 紧 化 的 充 要 条 件 是 存在 
的 非 紧 闭 集 4,8, 使 4EY 一 B, 

提示 Rae Cisx4 一 4,5 EClpxB 一 B、 局 部 时 空间 px 一 (a) 一 {6} 的 


1) 由 定理 25- 16 的 证 肯 中 可 看 出 :广义 Cantor 3k, D" 确 是 Souslin 空间 ,所 以 
25.17 是 成 立 的 ,一 一 校 者 注 
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一 点 紧 化 作为 的 紧 化 和 8X 不 等 价 。 

4.8 完全 正则 空间 X 的 点 * É P 点 的 充 要 条 件 是 各 je CCX) 在 x 的 某 
分 域 是 常数 

4.G 完全 正则 空间 X 的 正规 基底 , 当 它 的 各 元 都 是 基 开 集 的 闭 包 时 , 称 
为 正则 的 正 现 基 谋 。 由 正则 的 正规 基底 的 waltman 型 紧 化 称 为 正则 的 
Walimax 型 紧 化 ， 指 出 8x 是 正则 的 wa0man 再 紧 化 - : 

提示 ”研究 cx 的 构成 (20. 5;20.7). 

4. 昌 ”着 为 第 一 可 数 空 间 ,，Y 为 可 数 紧 的 ， 则 射影 x x y— x 是 闭 映 
射 . 

4.1 #1:X— Y SB, B Y 及 大 (7 并 对 每 个 yeY) 是 可 数 紧 的 
则 x 是 可 数 紧 的 。 

+J Kx. 8 4) 为 至 少 全 有 2 点 的 可 分 了 空间: 则 || 二 是 可 分 的 
这 要 条 件 是 14| <2wo, 

提示 “必要 性” 取 各 X. 的 不 相交 开 集 U..7.. IB, IX. —x, 为 射影 ， 
MS TX, 的 稠密 可 数 集 。 落 定义 fo:M{0}U{1} 为 当 =.G)€ U, N, 
I(z)=0,8 xG) D6 时 f(x*) 一 1s 则 oy。 是 一 一 的 ,于 是 

lA|=|G0.1<12%1. 

充分 狂人 看 做 实 直线 有 R 的 子 集 ， 设 MM。 一 {又 :==1,2,…*} 为 x, 的 笛 
密集 ,了 为 所 有 数组 fr,，… sr, 不 。:，…s h) 的 集合 ， 其 中 m 是 有 再 数 ， 
n< <. <o MIES, e=2,3..... T£ r€ T, 8 

s=, asr; sE==_, ra asr 
二 ra <a, 

确定 >"E DX. BH (zr: r€ T)# Ix, 稠密 。 

人 .kX 到 Y 上 的 连续 映射 1 对 于 xX 的 任意 真子 闭 集 X'、 有 JO SY 
时 , 称 f 5882505, (L) / 是 既 约 瞻 射 的 讽 要 条 件 是 关于 苹 的 各 开 集 合 ws 有 
基点 yE Y. (y) CU, (2): x— Y 3EBD2009 DDR 94, # 了 是 可 分 的 ， 则 
是 可 分 的 

A.L 着 {eX:7E A) 为 完全 正则 空间 X 的 紧 化 的 任意 集合 , 则 有 {eX} 
的 上 确 界 的 x 的 紧 化 aX 存在 (aX 是 比 所 有 a,X 大 的 最 小 的 紧 化 )。 

提示 “考虑 自然 嵌 人 2x “2, (x) 的 闭 包 。 


4.M $ X=[0,6, 1, Y=[0,0], x XY 的 子 空间 ([0,o,)x [0, o))U 
站 oa)} 2 Z, 对 于 Z 的 任意 紧 化 a2, 指 出 aZ 一 {(ws w)} 不 是 正规 的 . 
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第 五 章 一 致 空间 


526. 一 致 空间 


26.1 定义 当 集合 X 的 覆盖 族 0 — [2Z7.) 满足 下 询 条 件 

(1) 着 * 的 材 盖 5 对 于 某 个 ask 0@ 使 Bo< 2 , 则 和 eg， 

(2) # 2,26, JH 34 27, € 0 të 

is < Z, Bp. 

《3) 对 于 各 UM。e 9 83 2 € @ (ë 278 < 27,. 

— R p BJ2CRR25 X BJ — SRE. (uniform cover), X 的 
覆盖 族 多 满足 (3) 时 ((1) ,(2) 未 必 满 足 ), @ 称 为 一 致 覆盖 族 的 子 
天， 又 当 9 满足 (2) ,(3) 时 称 为 一 致 禾 益 族 的 基 ，、 一 致 禾 盖 炭 ( 或 
一 致 覆盖 族 的 基 )@ 再 满足 (4) 时 , 称 四 为 分 离 的 . 

G) # zy € X,x 天 y, 则 有 某 人 BoE 名, 使 y & 27,(a), 

令 儿 为 一 致 材 盖 族 的 子 基 . 对 于 多 的 任意 有 限 个 元 2 ,i 一 
1 on Ü fF 人 Bs 人"…' 人 人 Bs 若 里 为 这 个 覆盖 的 所 有 族 , 则 于 是 
一 致 覆盖 族 的 基 . 当 更 为 一 致 覆盖 族 的 基 时 , 设 对 于 某 个 Bee 
As < WU 的 发放 27 的 所 有 族 为 @， 则 日 是 一 致 覆盖 族 . 允 (或 
r) 称 为 生成 亚 ( 或 @). 

262 定义 设 下 为 X 的 一 致 覆盖 族 . 关于 各 *EX ,如 果 把 
(27.G): 47. € P) 确定 为 点 * 的 邻 域 系 , 则 在 X 可 导 人 拓扑、 此 
拓扑 称 为 由 外 导出 的 X 的 一 至 拓扑 《uniform topology)。 具有 一 
敏 拓扑 的 空间 称 为 一 致 宰 间 (niform space), 需 明 确 指出 9 时 , 写 
#(X,0). @ 称 为 X 的 一 致 覆盖 并 ,而 X 称 为 其 有 @ 的 一 致 空 
间 ， 若 出 为 分 离 的 , 则 (XX, 人 $) 是 了 ,的 .实际 上 ， 若 x,y € X,r 2 y, 
出 26.1(4)， 对 于 基 个 BU。 e€ @, 有 y&2/,Ge), HU 26.1 (3), 存在 
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“< %.% € 9 (参考 15.0)。 这 时 明显 地 有 

BN 2Z,(y) = 2. 
W g 0 — Sr kB 253 AEASBI, i (X r) 表示 由 于 生成 的 一 
致 覆盖 族 多 导出 的 一 致 空间 . 

W (X, 0) 为 一 致 空间 , YC X. 对 于 Ue 8B, 若 令 U|Y = 
{UNY:UE QU}, W p — (2/|Y :2/ € 0) 是 了 的 一 致 覆盖 旅 的 
子 基 . 这 时 (Y , 久 ) 可 看 做 (X ,外 ) 的 子 空间 CY ,T)BR20(X , pDË5 
一 池子 空间 . 

263 例 设 X 为 集合 . 若 8 一 {{X}} 为 仅 由 {X} 组 成 的 族 ， 
则 @ 为 X 的 一 致 虱 盖 族 .这 时 《X, 多 ) 是 仅 以 X 及 空 集 多 为 开 集 
的 空间 ， 若 * 最 少 具 有 两 点 , 则 人 $ 显 然 不 是 分 离 的 ， 其 次 若 于 是 
仅 由 区 的 覆盖 {{zj:x6 和 } 组 成 的 组 ， 则 下 是 一 致 覆 盖 族 的 基因 
更 合 X 的 任意 组 盖 的 加 细 ， 故 下 生成 的 一 致 覆盖 族 B 是 由 X 的 所 
有 覆盖 组 成 多 及 是 分 离 的 , 电 然 (X, 里 ) 一 (X ,68) 是 离散 拓扑 
空间 . 

264 引 理 设 (X,9) 为 一 致 空间 ， 对 于 各 veg， 若 令 
TnrB 一 Try:5eroj, 则 ne 是 区 的 覆盖 ， 若 由 是 一 致 覆 
盖 族 的 基 ( 或 子 基 ), B| Z — {Int2。: 27, € @) 是 一 致 轿 阑 族 的 基 
(或 子 基 ) ,而 (X ,8) = 《〈X 到) 成立 . 

证 明 ik Q7.€ 0. H 2641 (3) 存在 Qi 人 < 2/., @/,€ @. 
若 任 意 取 z € X , HJ @ 2Z, (2) 的 UE AU。 IN Bplx) 3 z B5 38 
PR, 故 x — tU, FHJEPt2Z,— (tU: U € BU。} 8 X 85 Nas , 
因 


# 2z, < 27, A Ws W| ma, < mntdZ, A BQZ 

3 @zZ# < os W| (Int@2z7,)° < Tn 
故 由 于 多 是 一 致 材 盖 基 , 子 基 , 从 而 于 是 一 致 屠 善 族 的 基 , 子 基 . 为 
了 指出 《X, 0) — (X, WW)， 首 先 注意 may, < Uc， 又 对 于 
Bs ° 0, 273 < 27,,2Z,€ $, W| xs < mt@7,. 实际 上 : 若 
取 VE Ut， 则 有 菜 UE Go。 使 Be(7)CU， 这 意味 着 对 于 任意 
的 x € V # 2/ (5CU dk 
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VC IntU € IntB 

由 上 述 考 察 可 得 到 (X, 0) = (X, T). 

由 此 引 理 ,对 于 一 致 空间 区 ,作为 它 的 一 致 爱 盖 族 的 基 可 取 开 
NOW pR ny. 

265 定义 设 @,8' 为 X 的 一 至 履 议 族 的 子 基 . 当 要 , 斑 ' 分 
别 为 由 多 , @' 生成 的 一 致 覆 议 族 时 , 若 依 亚 C 要 E X p < @', MH 
二 是 X 的 所 有 一 歼 覆 盖 族 的 子 基 之 间 的 半 序 . 若 {@,} 为 一 致 履 议 
族 的 子 基 的 某 族 , 则 UU {gv} 满足 26.1(3), 故 为 一 致 履 益 族 的 子 基 , 
这 生成 的 一 致 恬 闵 族 以 lub{ gr} 表示 之 , 称 为 {By) 的 上 确 界 。 

设 和 为 拓扑 空间 。 设 @ 为 和 的 一 致 爱 盖 族 OR — Sr Bias k i 
基 , 于 基 )、 当 由 9 导入 的 一 致 拓扑 等 于 XX 原来 的 拓扑 时 称 史 为 
拓扑 一 致 的 一 致 履 盖 族 (或 一 至 覆 凑 族 的 基 , 子 基 )， 或 称 为 按 多 
的 一 至 拓扑 重 念 于 X 的 拓扑 

W X,Y 为 分 别 以 8; 亚 为 一 致 履 盖 族 的 基 的 二 致 空间 . 映射 
FX — Y 8-4 %, € p ZEE 2Z/, € 8 使 Ba < [f (V): F € %,) 
JOB —Sk3EEBE (uniformly continuous), 一 致 连续 映射 显然 是 连 
续 的 ,但 反之 未 必 正 确 (26.7). > f:X 一 了 是 一 一 到 上 的 映射 , 且 
了 入 ! 都 是 一 致 连续 时， 称 f 为 一 致 间 腾 映射 ,X 和 Y 称 为 至 

26.6 例 设 X 为 具有 距离 4 的 度量 空间 , 设 gz, — (s(z, 
27):x EX},# = 1, 2,--  (SGe> 8) 是 s 邻 域 )， 显然 {2 小 构 成 
一 致 权益 旋 的 基 ， (%Z,) 生成 的 一 致 拓扑 gu 称 为 以 2 确定 的 标 
准 一 臻 拓扑， 显然 ,此 拓扑 与 由 4 GB BSI? er. 273 gs 的 一 
致 履 语 的 充 要 条 件 是 关于 某 & > 0, X 的 开 覆 六 {SCx, s):z € X) 
是 av 的 加 细 . 

26.7 例 设 X 一 (0,1)( 开 区 间 ), 4 为 通常 的 虐 离 。 再 由 
efxs y) = |(1/z) 一 《1/y)| 定 义 另 一 距离 p， 显然 由 4 和 ?确定 
的 距离 拓扑 是 相等 的 。 另 方面 , 若 由 4, o 确定 的 标准 一 致 拓扑 为 
00, HHE SDM (X,0) > (X,0,) 不 是 一 至 连续 的 . (让! 是 
一 致 连续 的 .) 本 例 指出 拓扑 空间 可 具有 与 它 的 拓扑 一 致 的 种 种 一 
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致 拓扑 . 

268 引 理 设 X,Y 为 一 致 空间 。 沙 X 是 紧 的 , 则 所 有 连续 
上 映射 J:X 一 了 是 一 致 连续 的 。 

证 明 ” 设 @6, 更 分 别 是 由 开 右 盖 组 成 的 X,Y 的 一 致 覆盖 族 的 
3. 若 op 6 开 , 风 因 了 是 连续 的 , 故 对 于 各 *EX ,存在 Uw € @ 
使 区 no) 二 5 (2). HRQ, eg 使 和 sa < 和 so， 因 
[@Zx oG): € XS X 89F8OE, 下 有 <€ X. 一 1 使 
{Bp(z) :i = 1.2... ,构成 X 的 覆盖 ， 若 取 人 AU & @ 使 RU 
Bsrtry 信 "入 Bgisws 则 关于 各 x € X, HU))C%*(H(x)) 成 
立 . SRE, z, Ë z € 2Z;5 (zo), W| 

KW TH UUs) EH WU sn EW (f(x), 
另外 ,; 因 HKD)310, 故 和 KzD)CW YCz))， 因 此 


是 一 致 连续 的 . 口 
269 定理 车 X 为 紧 的 ， 则 和 X 的 拓扑 一 至 的 一 致 拓扑 是 
唯一 确定 的 . 


证 明 若 $* 下 为 和 X 的 拓扑 一 致 的 一 至 槛 盖 族 ,出 恒 等 映射 
(9) 一 (X,F) 是 连续 的 ; 故 由 26.9 是 一 致 连续 的 FPR, 
也 是 一 致 连续 的 , 故 守 给 出 了 一 致 同 是 . 

2610 定义 设 Ye(SeD) 为 一 臻 空间， gs 为 了 的 一 到 
到 盖 族 的 基 ， 令 后 :XX 一 Ys 为 肌 射 ， 对 于 9Z < Bt, 1 = 
{fA(W):W e 9188 X89836, 88 3 p, — 【22 € b.) 
则 各 ;构成 xX 的 一 致 覆盖 族 的 基 ， 令 

S = bf ys:$ ET}. 
本 称 为 由 饼 射 族 (h: p e T) 确定 的 X 的 一 致 台 益 族 ,于 确定 的 一 
致 拓扑 称 为 由 { 户 } 确 写 的 ， 此 一 致 折 扑 可 以 说 是 使 各 h, X—BJ3E 
续 的 最 小 的 一 致 拓扑 、 
设 Xe(Se r) 是 一 致 空间 , x = T Xs. 设 ms: 一 Xs 384 


ter 


影 时 ,由 Ia: 8 € T) 确定 的 X 的 一 致 性 盖 族 称 为 积 一 致 驯 著 族 ,由 
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WL lËl. F3E31Es hs X kU 08. 
26.11 引 理 设 X8CEe T) 为 一 至 空间 , X 一 ] Xs 为 积 一 


Er 
致 空间 。 设 /为 一 致 空间 Y 到 X 的 映射 。 为 使 1 是 一 致 连续 的 ， 
关于 各 ET,mf:Y 一 和 一 致 连续 是 必要 且 充 分 的 ， 

26.12 命题 设 avskr 一 1,2，……) 为 空间 导 的 开 覆 蔓 列 , 且 
关于 各 mn， 有 5 和 < A:。 这 时 存在 X 的 伪 距 离 d， # ,= 
{SCx327*):xr € X). 

Bi Hs US 1.2... 

证 明 设 人 BM 一 {X}, 对 于 各 x,yEX, 令 

D(z, y) = inf[2””:y € Be sk*)}, 


4) = [51 DG, rn): 取 所 有 局 一 二 天 一》 的 人 


有 限 个 点 4, 一 0，1， 
显然 4 满足 伪 距 离 的 条 件 15.2(1) ,(2),《3)， 为 了 完成 证 明 , 关 于 
各 x EX , 若 指 出 

(1) WaTIr I ITCH 1 2 
即 可 、 实 际 上 ,首先 (1) 意 味 着 2Z2,, 过 Ys < BUL$， 其 次 令 yE5 
《xy2-9). 车 取 m 使 SCy, 2-”)CStx,2-"), 则 由 (1) 有 

nn PESy, 2-”)CS(x, 27"), 

由 此 5Cx,2-") 是 开 集 而 a 满足 15.2《4). (1) 的 居 半 的 包含 关系 
由 民 x,y) < D(x，y) 是 明显 的 .为 了 指出 (1) 的 前 半 的 包含 关系 ， 
指出 下 列 不 等 式 . 

(2) W#waeX,i= 0, 1 M 


k—1 
D(xe z+) < 2 21 Dr z+), 
i=0 


如 果 指 出 这 个 , 则 对 于 x,y&€X 得 到 
D(x, y) < 24Gz, y), 
这 是 因为 
Bap TSr, 2 7)。 
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在 此 ,关于 一 1 (2 成 立 ,假定 有 菜 r > 0 关于 所 有 不祥 r G) 
立 . 设 D D(z z.) = a 


LT] 


" 
i= se li: 


2 


DG x+) < n), 
则 有 


3) DG za) < of2. 


a 
由 假定 , D(z z Os D(z.asza O 同时 < a, 而 且 D(z,, z+.) < a, 
若 取 使 2-” < a 成 立 的 最 小 的 m， 则 由 DD 的 定义 D(zo z,)> D 
G zm)s D(zan za) £ < 2", F 3 45 U € 2zZ,, Ë] (z,Y U 
[za)CCU k [YU lz YCdz,(U) 成 立 , 因 人 2U# < 27, Ë 
zr € @Z,-IGa), FHIR Do z, 4) < 2°%tt < 24 BRA, (2) 被 证 
WB. 


. 设 居 为 一 致 空间 ,@ 一 [27,.:a € AJ207F83538 ER 85 X 8) —3k 
覆盖 族 的 基 ， 对 于 各 ve @, 有 UE 四 ,使 UE < Go) 故 存在 
列 sm Bsn We WU Wy > 
nm > Uiioty 之.…。， 对 于 此 列 , 由 26.12 存在 的 伪 距 离 若 为 
qs; 则 {SCx,1/2):xEX} 是 2。 的 加 细 , 令 X, — XX/dos 荐 fs:X — 
X, 2038, BM, 关于 a, 确定 的 X, 的 标准 一 致 拓扑 是 一 致 连续 
的 . 由 

fC) = (felw)) ea x EX, 
定义 FX ~> ]| 和 下 述 命题 成 立 。 


下 人 


26.13 命题 。 若 一 致 覆盖 族 的 基 @ 是 分 离 的 , 则 由 映 夺 
Hx — I x, 


I: 


可 将 X 一 致 同 胚 地 霸 入 TI Ke- 


ze 
证 明 因 儿 是 分 离 的 , 故 1 是 一 一 的 . 由 26.11，f 是 一 致 连 
续 的 .为 了 指出 广 :的 一 致 连续 性 , 设 》 一 (jsx)) 6 (X), 若 S,Cjs 
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(56) 为 Xs 的 8 SR, Bj 26.12, 
Ys IF (sal) 172) x T[ x,] 52z.a62 
LE 


成 立 (Za 是 使 用 履 的 定义 的 例 (ano} 的 第 2 元 )， ]I x. 
0938138 


so, s) x 1[ Xa:y ex 中 ,es> osae4 
asB 


的 族 构成 1 x. 06803, @& Pu KX) x E— 


Ey 
致 连续 的 。 
2614 ”定理 7, 一 致 空间 是 完全 正则 的 。 且 完 全 正则 空间 
具有 和 它 的 哲 耻 一 致 的 一 致 拓扑 . 
证 六 ”由 26.13, T, 一 致 空间 X 可 谋 人 度量 空间 Xe 的 积 空 
闻 ， 后 者 是 完全 正则 的 ， 故 X 也 是 完全 正则 的 .又 完全 正则 空 闻 
IRA Arhi 1"。 因 她 具 有志 工 的 标准 一 致 拓扑 的 积 一 
致 拓扑 , 故 X 作 为 1 的 一 致 子 空间 具有 一 致 拓扑 . 口 
26.12 的 其 它 的 重要 应 用 是 下 述 定理 . 
26.15 定理 7; 一 致 空间 X 可 距离 化 的 充 要 条 件 是 X 具 有 
数 个 覆盖 组 成 的 一 致 政 盖 族 的 基 。 
证 明 若 XX 为 度量 空间 , 则 
Gs — SG, 2): € Xy n = 1s 2 
构成 一 致 覆 盖 族 的 可 数 基 ， 另 外 ,充分 福 根 据 26.12 得 到 . L] 
26.16 例 作为 一 致 空间 的 重要 例子 有 拓扑 群 。 是 群 而 
且 是 拓扑 空间 的 集合 G 满 足下 列 条 件 时 称 为 拓 盾 群 《topological 
Broup). 
(1D FHaG,y)— z. y'(z,y€ G) 定义 的 对 应 GX G— G 
是 连续 的 . 
对 X,7YCG, 设 
XY {re yr EX yE YF), X= (rir X). 
当 * € G 时 ,{x} Y, Y (z 简单 地 写作 rz YY - x. (1) 也 可 
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nj 


| 


以 叙述 如 下 . 

(1) WT: y 0893050, Ege z 2 DER U, y 9 SDK V, 
# U. V CW. 

设 由 一 {Us:w€ A) 为 单位 元 e 的 任意 邻 域 基 . 令 

UE {Us rr € X), WE {xr U.:z 6 XY, 

此 时 

G) 名 一 (asiee4 及 血 一 {30iae4} 构 成 开 覆 益 组 
成 的 一 致 覆盖 族 的 基 , 它 从 确定 的 一 致 拓 站 和 G 的 哲 扑 一 致 。 由 
grs 红 生 成 的 一 至 覆盖 族 称 为 右 , 左 一 致 覆盖 族 . 

只 对 于 @x 证 明之 。 对 于 gr 是 完全 类 似 的 。 对 于 任意 的 e, 
BE A, U,CU,n Us DrE 和 存在， 这 时 有 qz? < 27: A 2/B5. 而 
且 对 于 ae A+INU,2E e 的 邻 域 , 故 对 某 个 Up€ @, 有 Us* Ut CU, 
(对 ce 一 上 应 用 (17)， 这 时 有 (BB)S < Ge。 实际 上 ,对 于 
yG, 

8 一 Uflpe xye z, z€ G). 
3 y€U, z, M) y- z€ Ua, BD z y 16 U8 由 此 
e€ U, * zy CU UPCU,. 

故 有 Us* CU, .y。， 这 表示 SC y， 如 此 Br 是 一 至 
履 盖 族 的 基 ， 显 然 由 Bx 确定 的 一 致 拓 赴 和 G 的 拓扑 一 致 . 

G) 拓扑 群 G 可 距离 化 的 充 要 条 件 是 G 是 7, 空间 且 满 足 第 
一 可 数 性 . 

只 指出 充分 性 即 可 . 若 <,y € Gs,x 关 y, 则 存在 不 含 ? 的 * 的 
邻 域 或 不 含 * 的 y 的 邻 域 . 若 前 者 成 立 , 则 有 。 的 邻 域 口 , 使》 六 
U. z. y. 2& U, OBH e ñu iRy Ey t. yCU W V Ün 
V.y= 8。 由 此 6G 是 7 了 ,的 . 着 {Uiti 一 1,2,*…*} 为。 的 可 数 
邻 域 基 , 则 

@#= {ii 1.2, Wi {Ui z:z€ GY, 

由 (2) 构成 和 拓扑 一 致 的 G 的 一 致 覆盖 族 的 可 数 基 。 让 此 ， 由 
12.15G 是 可 距离 化 的 . 

26.17 定义 设 X 为 空间 ,{@o} 为 和 的 拓扑 一 致 的 一 致 覆 
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盖 族 的 所 有 的 集合 ， 以 Bx 表示 L 0.) 的 上 确 界 , 称 为 的 极 大 一 
致 覆盖 族 。 区 的 一 致 履 盖 族 的 基 ， 它 生成 的 一 致 覆盖 族 是 极 大 时 
称 为 航 大 一 致 覆盖 族 的 基 . 

若 2/ 和 g 是 空间 头 的 正规 开 材 盖 , 则 2z 入 也 是 正规 的 ， 
又 若 X 为 一 致 空间 ， 见 它 的 任意 一 致 禾 盖 被 正规 的 一 致 开 覆盖 细 
分 (参考 15.1). 车 为 完全 正则 的 , 则 对 任意 点 * 及 它 的 开 邻 域 
U,{U,X 一 {x}} 是 正规 的 开 种 盖 ， 因 之 下 述 命题 是 明显 的 . 

26.18 ”命题 “完全 正则 空间 的 正 堆 升 覆盖 全 体 的 族 构成 和 
它 的 拓扑 一 致 的 一 致 拓扑 的 极 大 一 致 里 盖 族 的 基 . 

在 仿 紧 7, 空 闪 中 任意 开 被 盖 是 正规 的 (16.5) , 故 下 述 推论 成 


2619 ”推论 仿 紧 了 7, 空间 的 所 有 的 开 覆 益 族 构成 极 大 一 和 
覆盖 族 的 基 . 


822. 完备 化 


27.1 定义 设 X 为 具有 一 致 覆盖 族 的 基 @ 的 一 致 空间 ,多 
为 和 的 其 子 集 组 成 的 泪 子 。 对 于 各 EE 面 ， 存 在 点 * € XE 
FE ,使 FCUx) 了 时 ,9 称 为 Cauchy 庄子 .一 致 空间 X, 当 
它 的 任意 Cauchy 滤 子 收 伍 于 和 的 点 时 称 为 完备 的 (complete), 
更 准确 地 , 称 X 关 于 它 的 一 致 覆盖 族 (或 一 致 履 盖 族 的 基 ) 或 它 的 
一 致 拓扑 是 完备 的 等 、 在 此 , 泪 子 多 收 伍 于 点 * 是 指 多 含有 := 
BO 3630287. 

车 xX 是 ,一 臻 空间, RPE BR 8 288 —3k 8 361 , 则 所 有 的 
2ET#=£kap- K. EZ, WT 2 B) kE T, 
的 。 考虑 这 些 是 为 了 和 避免 烦 杂 , 今后 在 本 章 中 不 做 特殊 声明 时 设 
所 有 的 一 致 空间 为 7; 的。 从 而 一 致 覆盖 族 或 它 的 基 全 设 为 分 离 
fg. 

272 引 理 ”完备 一 致 空间 的 闭 案 是 完备 的 . 

证 明 是 显然 的 。 
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273 BE 着 x.Ga€ A) 为 完备 一 致 空间 ， 则 积 一 致 空间 
x = TÍ x, 是 完备 的 ， 


sa 
证 明 1RLae:X— X, 为 射影 ， 若 .多 为 X 的 Cauchy #8,BI 
{mFP:FE SY R X, WJ Cauchy 滤 子 , 故 收敛 于 某 点 x。€ Xo。 此 
时 :多 收 敛 于 点 《zxo). 
274 SHE 完备 度量 空间 X 关 于 由 它 的 距离 4 确定 的 标准 
一 致 拓扑 是 完备 的 . 
证 六 设 人 on 一 1,2-…) 为 在 26.6 给 与 X 的 标准 一 致 拓 
扑 的 一 致 狂 盖 族 的 基 . 若 多 是 Cauchy 泪 子 ， 则 对 于 各 = 一 1 
2，………， 有 点 tsEXPseG 使 PCGls(Cz 
若 # < m, l| 2Z,(xz,) 12z,(z,)2Ə F, F, = é , tf 
d(z,, xm) < 2-*h 2 < 2", 
由 此 {xz} 是 Cauchy 列 ，{x} 的 极限 点 是 多 Bakan. Dl 
275 ”定理 ”对 于 一 致 空间 X, 存在 完备 一 致 空间 uwX， 使 X 
为 其 秽 密 的 一 致 子 空间 . a 久 称 为 X 的 完备 化 (completion), 
EL 由 26.13, X 可 以 看 做 是 度量 空间 (X.,a.) 的 积 一 至 
空间 [[ x, 的 一 致 子 空间 ， 关 于 各 we, 令 (X2， di) 为 (Xo a 883 


ry 


备 化 (参考 7.17). 由 XX 的 作法 , 虹 离 发 在 Xe 上 等 于 4 由 此 ， 
XX 是 X。 作 为 一 致 空间 的 完备 化 。 故 Xx 是 ]] XX 的 一 致 子 空 间 ， 


qA 


在 Í x: th,# sx 是 xX 的 闲 包 , 则 由 27.2, 27.3, eX 是 于 的 完备 


Er 


化 . 口 

27.6 定理 设 4 为 一 致 空间 X 的 子 集 、Y 为 完备 一 致 空间 . 
若 f:4 一 了 7 一致 连续 , 则 具有 一 致 连续 的 扩张 Wf:4 一 Y(4 3: 
E X tB tg). : 

证 明 E€ 4,925 EXW95SR3RT. pr. KV n A): 
VE %。} ER, 首先 指 出 六 -生成 的 滤 子 如 ,是 Cauchy 
#8 T. 取 Y 的 任意 的 一 致 理 盖 2. HX SNS q ,关于 和 名 
z€ A; Ë K@e*(e) ADC (Hw))， 着 任 取 x& q#(a) n A, 则 
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有 
FZ, 1(@¿(a)() ATCA NIC YW (1(z)). 
由 此 2#, E: Cauchy 调子 因 了 是 完备 的 , 故 2, kek pq 5. 
塔 定义 wj(e) 一 5， 则 得 到 了 的 扩张 if: 了 一 了 ， 由 作法 , 对 于 各 
a€A 
HUNACY (uf(a)) 
成 立 ， 因 此 wi 是 一 致 连续 的 . LI 

27.7 定理 一 致 空间 X 的 完备 化 在 下 述 意 义 下 由 及 唯一 确 
定 : aX, K 是 X 的 完备 化 , 则 存在 使 尺 的 点 不 动 的 一 致 同 瑟 
DBk3 fa X -> X. 

证 明 设 wX,wX 为 X 的 完备 化 由 27.6 恒 等 映 射 :X — X 
扩张 汰 wf:wX 一 wR wf:wXX 一 wRX。 因 wwf 是 X 上 的 异 等 的 
一 至 连续 颇 射 , X 是 了 ;的 ,x 在 wxX 称 密 , 故 为 xX 的 伍 等 映射 . 
同样 地 ,uf* au'f 是 X 的 恒 等 映 射 故 纪 是 一 致 同 肚 屿 射 。 口 

由 本 定理 ，X 的 完备 化 Xx 由 它 的 一 致 履 盖 族 的 基 9 唯一 
确定 ， 在 此 意义 下 xX 称 为 关于 多 的 完备 化 . 

27.8 引 理 设 不 为 空间 , 8, 到 为 和 它 的 拓扑 一 致 的 一 致 覆 
盖 族 的 基 且 @ 所 名， 这 时 若 一 致 空间 (X, @) 是 完备 的 , 则 (X， 更 》 
也 是 完备 的 . 

证 明 若 多 是 在 (, 亚 ) 的 Cauchy 洞子 , 则 在 (X, p) 也 是 
Cauchy 滤 子 , 故 多 在 (X 和) kek f. z. IN (X,0) fi (X,r) 只 
有 相 局 的 拓扑 , 故 点 * 的 邻 域 泪 子 在 双方 是 相同 的 ,而 多 在 (X， 
至 ) 也 收敛 于 *。 呈 

27.9 定义 ”空间 X 关 于 和 它 的 拓扑 一 致 的 某 一 至 覆盖 族 为 
完备 时 称 为 拓扑 完备 的 《topologically complete), BB 27.8， 亦 可 称 
之 为 关于 及 的 极 大 一 致 覆盖 族 是 完备 的 . 

其 次 给 与 拓扑 完备 空间 的 种 种 特征 。 没 X 为 完全 正则 空间 ， 
作为 X 的 正规 开 履 盖 的 所 有 族 。 由 26.18 QIR x OL K Sk IS 
盖 族 的 基 . 令 @ = {26:aE A}， 因 BU。 是 正规 的 , 故 由 26.12 存 
在 伪 距 离 d. —S 8: X — Xs 一 /ds, 由 Xs 的 各 点 的 114 邻 
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域 构成 的 X, 的 履 盖 关于 所 的 原 象 是 2B。 的 加 细 . 若 YY 是 X。 的 开 
覆盖 ， 则 3 是 正规 的 ， 而 六 9y- 是 9 的 元 素 . 关于 各 we A, £ 
Bh:BX -一 pX。 为 大 的 扩张 . 置 X,- (JO X,, 定义 aX 一 
门 Z., 则 XCuXCPX. 令 入 一 Bl.lax. 由 上 述 考察 的 事实 , 取 


eA 


各 Xs 的 任意 开 履 盖 9, 若 有 为 所 有 入 53 的 族 , NI ë pk aX 
的 一 致 履 盖 诸 的 基 , 而 名 一 (OX: ey. Hik X EH ó S 
人 的 一 致 空间 wsX 的 一 致 子 空间 ， 又 明显 的 这 个 一 致 拓扑 和 作为 
BX 的 子 空间 的 aX 的 拓扑 一 致 ， 而 且 下 述 命题 成 立 . 

27.19 命题 关于 ,wuX 是 X 的 完备 化 . 

证 明 指出 aX 是 完备 的 邵 可 。 设 .多 是 x 和 的 Cauchy $ 
+. 因 {F.F€ S) (F 是 在 BX 的 闭 包 ) 具 有 有 限 交 性 质 : 故 存在 
BX 的 点 ae [| F. 若 和 ExX, 则 显然 多 Dek. 3 s & aX 


res 
PHSSHTIBEDSI, 因 x% 芯 wX ， 故 关于 其 个 上 A 有 (a) 6 
PBX。 一 Xs。， 存在 Xs 的 开 履 盖 WY ”， 使 得 对 于 它 的 各 元 % 有 使 
Clx W 91.Ga)38. I8297 是 wX 的 一 致 覆盖 : 故 有 某 个 FE 5 
K w e % ,使 RC 反 (办 )， 这 意 昧 着 

L(E)CClx W C0X, 一 {fl x)}s 


故 王 不 能 含 点 aa。 这 和 条 件 me 站 矛盾 . D 


Fey 


27.11 定理 对 于 完全 正则 空间 X, 下 列 条 件 是 等 价 的 . 

G) 和 是 拓扑 完备 的 . 

(2) 对 于 各 点 x 《PX — X, 有 度量 空间 于 和 连续 映射 六 X- 
M,f#E XU1z) 上 不 能 连续 扩张 . 

G) 对 于 各 点 x € 8X 一 X, 存 在 X 的 正规 开 履 盖 BU ,使 UU 
的 各 元 在 8X 的 闭 包 不 含 x. 

证 明 〔1) 字 (2) 考虑 在 27.10 的 xX。 若 和 是 拓扑 完备 的 ， 
则 wX 一 X, 故 (2) 直 zX 的 定义 得 到 

G)>G) 令 xEBX 一 X. 取 (2) 中 的 Msf, 令 BI:8X 一 PM 
为 1 的 扩张 , 则 Bf(x) € gM 一 M。 若 WY 为 M 的 开 覆 盖 且 它 的 各 
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元 在 PM 的 闭 包 不 含 8f(x), 则 2 — 广 :3 满足 条 件 (3). 
G)>G) 对 于 xe88 一 X, 取 (3) 中 的 正规 开 覆 盖 2Z7. N 
FEE FE 27.9 的 记号 ， 因 2/ 是 正 怖 的, 故 关 于 基 个 ee 4 有 5 一 
5 考虑 映射 fo:X 一 X.. 在 Bl: BX — BXs 下 点 * 的 象 不 属于 
X。， 实 际 上 , 当 8f(w)&€ X, 时 ,对 于 Pfslx) 在 Xs 的 1/4 邻 域 5， 
后 5) 被 2 的 某 元 已 包含 ， 因 x 才 Clix ， 故 存在 * 在 8X 的 开 
邻 域 ,使 VN ClpxU 一 @. H Bf 的 连续 性 ,关于 V 站 X 的 其 
点 y， 有 Pfsly) = f.G) € 8， 这 和 所 1(5) 几 PV 一 到 相反 . 由 此 指 
出 x&uX. 因 * 是 8X — X BJIE ER ik X = aX. H 27.10, XX 是 
拓扑 完备 的 。 
下 述 的 Tamano 定理 ,由 24.5 及 27.11 的 证 明志 接 可 以 得 到 。 
27.12 定理 《Tamano) 完 爹 正则 空间 X 是 仿 紧 的 充 要 条 件 
是 下 列 性 岳之 一 成 立 . 
(1) 对 于 pX 的 各 闭 集 FCBX 一 部， 存在 X 的 局 部 有 限 开 
覆盖 2 ,使 


F (Cl U = @, U € 2X. 
G) 对 于 PX 的 各 闭 集 FCPX 一 X， 存 在 度量 空间 Y 和 过 
续 映 射 FX 一 Y, 使 


BI(F)YCBY — Y. 

作为 27.11 和 27.12 的 结果 得 到 下 述 定理 。 

27.13 定理 仿 紧 7; 空间 是 拓扑 完备 的 ， 

这 个 定理 瞳 示 了 比 拓扑 完备 性 强 的 什么 样 的 条 件 是 仿 紧 的 特 
征 .关于 这 个 问题 H. H. Corson 有 下 述 结果 . 

27.14 定义 一 臻 空间 X 的 清 于 多 对 于 X 的 任意 的 一 致 枫 
盖 @l ,存在 含有 .多 的 让 子 5 w， 使 得 其 个 Fe 5, 被 2 的 元 包 
会 ,这 时 称 多 2958 Cauchy RT. 设 2 是 X 的 子 集 族 ( 例 如 滤 
于 或 滤 子 基 )。 门 ClxH 的 任意 点 称 为 2 Wipha. 2 具有 


sneg 


接触 点 是 指 门 CLH = 2. 


Hex 


2715 ”定理 (H. H. Corson) 完全 正则 空间 XX 是 念 紧 的 充 
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WRfHECTpl 2 ir, 

G) #Ffrx 093 Sri) ikisi Pk, 关于 它 的 任意 弱 
Cauchy 滤 子 具有 接触 点 。 

(2) #iRT 多 在 X 不 具有 接触 点 , 则 存在 由 允 到 某 个 度量 
空间 Y 的 连续 映射 ,使 人 多 ) 在 不 具有 接触 点 ， 

证 明 设 X 为 仿 紧 7, 的， X 的 所 有 开 黎 盖 族 多 构成 一 致 履 
盖 族 的 基 (26.19). 设 Sr 关于 多 为 弱 Cauchy BBT IN 不 具有 
接触 点 ， 荐 令 F = 门 ClzxH, 则 F 是 8X 一 的 闭 集 且 非 空 . 取 


Hep 


满足 27.12(1) 的 多 的 元 27. ES 是 弱 Cauchy 的 , 故 有 包含 多 
的 滤 子 多 ,使 某 À € 多 w 被 和 的 元 书包 含 . 由 此 有 
多 关门 clxBcclxdnPCcclaxznE， 


seg 
fE Ci U NF 一 5, 故 矛 盾 ， 因 此 (1) 成 立 。 

(DGQ2) 设 8 为 《1) 的 一 致 覆盖 族 . 对 于 任意 的 度量 空间 
Y 及 连续 映射 1:X — Y, OEC) 在 Y 具 有 接触 点 .此 时 多 
关于 9 是 弱 Cauchy 油 子 的 事实 指出 如 下 (如 是 则 由 (1)，. 多 具有 
接触 点 得 到 矛盾 )， 设 BU 为 的 任意 一 致 开 履 盖 . 由 26.12 有 度 
量 空 间 X。 和 了 :X 一 X,, 对 于 x, 的 某 个 开 覆 盖 op , 92 关于 二 
的 原 象 是 Bi 的 加 细 。 申 假定 藉 多 -) 在 X。 具 有 接触 点 yp。 若 7 
29 yə BJ 4328 -, J KU 是 滤 子 基 ， 设 从 为 它 生成 的 油 
+. R> Ur: 是 下 子 基 ， 改 存在 它 生成 的 滤 子 Sr... E 
被 (yo) 8909 V € 9”, MJ tO) 是 被 al 的 某 元 包含 的 多 w 
的 元 ,由 此 多 是 弱 Cauchy iBT. . 

景 后 设 (2) 成 立 但 X 不 是 仿 紧 的 . 设 Qz = (U,:a 6 4} 为 不 
具有 局 部 有 限 加 细 的 XX 的 开 覆盖 . 令 F(A) 为 4 的 所 有 有 限 集 的 
集合 , 且 


到 一世 要 -zx U are pc). 


“er 


因 人 AU 不 具有 有 限 子 覆盖 , 故 名 是 庶子 基 , 且 因 人 2 是 覆盖 , 故 在 X 元 
接触 点 。 班 (2) 有 度量 空间 Y 及 f:X 一 Y 使 忒 多 ) 在 Y 没 有 接触 
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点 . 令 
% = Y —ChKH):H,€ Z). 
% 构成 了 的 开 覆 盖 , WC E E h 8Sr PRNNB Bi o, > 
T£ V € % ,& y € F(A) 使 PCY 一 CG), 2 
av (PP)npe:ee7yl- 

这 时 U(2Zv: V e 97) 显然 是 BU 的 加 细 且 是 局 部 有 限 的 。 这 与 
人 BU 的 假定 相反 .、 

27.16 定义 ”一致 空间 X 当 它 的 任意 一 臻 用益 有 有 限 子 履 
盖 时 称 为 全 有 办 的 (totally bounded) 或 准 紧 的 《precompact)。 在 
12.3 定义 了 全 有 界 的 度量 空间 .这 意味 着 关于 度量 空间 的 标准 一 
致 拓扑 是 全 有 界 的 ， 

27.17 定理 一 致 空间 Xx 是 紧 的 充 要 条 件 是 是 完备 且 全 
有 界 的 。 

证 明 ”必要 狂 是 显然 的 ， 为 了 指出 充分 性 , 设 X 为 完 各 且 全 
有 界 的 一 致 空间 . & S 为 X 的 极 大 尘 子 。 若 指出 多 是 Cauchy 
的 即 可 。 实际 上 , 因 X 是 完备 的 , 故 多 是 收 笋 的 , 由 11.2 x 是 紧 
的 . 车 4 为 任意 的 一 致 覆盖 , 则 存在 27 的 有 限 子 覆盖 av 因 
S 是 极 大 的 ， 故 由 3.6 必 有 ”的 某 个 元 素 属于 多 ， 即 多 是 
Cauchy 滤 子 . 


$28. Cech 完备 性 


281 定义 设 XxX 为 完全 正则 空间 ， 当 X 在 8X 是 Gs 集 时 称 
为 &ech 完备 当 X 在 它 的 生意 T 扩 张 空间 中 是 Gs 集 时 称 为 
绝对 Ge 的 . 

显然 若 绝 对 G, 则 为 Cech 完备 ， 以 后 将 指出 它们 是 等 价 概 
念 。 紧 T, 空间 显然 是 绝对 G 的 。 易 知 局 部 紧 T, 空间 在 它 的 任 
意 T, 扩张 空间 中 是 开 集 , 故 是 绝对 G, 的. 

282 定理。 关 于 完全 正则 空间 X, 下 列 条 件 等 价 . 

(1) X 是 绝对 Ge 的 . 
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(2) X#E ox 中 是 G, 集 ， 

G) 不是 Ged 完备 的 . 

《4) X 具有 有 下 列 性 质 的 开 覆 盖 列 [(27,:n 一 1,2,-..1: 38 
多 为 关于 各 ”使 Sr r 2z, 的 X 的 小 子 , 则 .多 在 净 中 具有 
接触 点 . 

证 明 (D>(Q2),(2)=>(3) 是 明显 的 . 

(3)>(4) 因 X 在 pX 是 Ge 集 : 改 有 开 集 六 — 1.2... 


@x— (Y W,. 定义 X 的 开 覆 盖 ah, 如 下 : 关于 各 *EX， R 


BX BE W, të CW CW, 令 

B= {Usr EX Us = W, DX. 
车 说 明 {Bsn 一 1, 2,:…} 满足 条 件 (4) 即 可 , 设 .多 为 X 的 灌 
子 ,使 FBUs Bn 一 1,2，…. W 2 2 3 的 X 的 极 
K+. 门 ClaxH = @. 38 y6€ [1 SÍ n 228 a, 26 £ 


Heg 
有 某 个 97, 的 元 素 U... 18 
y EClaxUs EClexW CE Wo. 


因此 ye x. 故 
ye 门 clexanxc í) ClaxFNX = MN CxF. 
He Fe 了 Fe 
BE y 为 多 的 接触 点 ， 


(=>(D， 设 Y 为 X 的 T, 扩张 空间 ，{ ,为 (4 的 开 歼 关 
列 ,对 于 各 UE ab, 取 了 的 开 集 芒 使 六 MA — U,+ 
W, = U{U':U € 2Z,). 
兹 第 出 X 二 [Y w, £ ye (Y mi X. W3739>245y thi 


RR. 因 y EW s= 1.2... BGE TDEAUe BUM。 有 
U'e%, 若 考 虑 这 一 事实 及 在 Y 中 稠密 ， 则 or 站 X={ 门 Nt 
Ve) X98883: B 3-8 ”含有 BY 的 元 素 . 着 .7 为 由 
% x B R05 X Jb T, HOO Eg z€ 门 ClxF 。 Br 8 X 


Feg 
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故 》 = x. EB Y 2 T, BD, 故 有 某 个 了 FEgr të = & ClyV , IB 53 BÍ 
Bv nx e Z ,ë& z E: Sr 的 接触 点 ,两 相 矛 盾 . 口 

283 ”定理 ”Cech 完备 空间 的 任意 G, 集 及 闭 集 是 Cech 完备 
的 . 

证 明 设 X 为 Cech 完备 空间 Y 的 Gs 集 或 奈 集 ， 由 28.2 (2) 
车 说 明 X 在 CleX 是 Gs: 集 即 可 , JAY J F E r W, n = 1, 


8 Y= Í) m. 着 x 为 Y 的 出 集 , 则 x 一 A Gwen cx) 
成 立 ， 荐 X 在 了 为 Gs 的 ， MW U, = x 89 Y Ë83F3511U,), 
若 取 BY 的 开 集 V. E V. n Y 一 "ZL, BJ 


X (VNwN CX). 


s= 


284 定理 《ech 完备 性 是 可 数 可 乘 性 ， 

证 明 ”车 令 X (G = 1:,2，…) 为 Cech 完备 空间 ; 则 T x, 在 
- ii 
TI ex, 是 G, 集 ， 


imi 

285 ”定理 ”对 于 度量 空间 X 下 列 条 件 等 价 。 

G) X 是 可 完备 距离 化 的 . 

(2) X 是 Cech 完备 的 . 

G) X 在 含有 它 的 任意 度量 空间 中 是 G, 8. 

证 明 《1)>(2) 2 226 X89566 FEE, H. 

Bs = {5x92 x X], n 1.2, s, 
由 4 是 完备 距离 可 知 { 27, 8 E 28.2(4). 

(2)>(1) j (2Z,) 为 满足 28.2(4) 的 开 集 列 ， 取 XX 的 开 集 
列 (oj 使 < 人 Bs Yn 一 1,2,…, 且 关于 任 
意 xEX,{ r(x):n 二 1,2,"*'*} 构成 * 的 邻 域 基 . 由 26.12, 设 4 
为 对 于 {9 。} 构成 的 伪 距 离 ， 因 {YaC*)) 构 成 邻 域 基 , 故 2 是 X 
的 距离 .为 了 指出 2 是 完备 的 , 设 {41} 为 Cauchy 列 . 对 于 各 # 有 
iB j > i, 则 dxin3 z) < 22. & V, — Axiw)， 由 26.12， 
#ji>ioM)z € V.A V. RW. PS 为 VO.) 生成 的 滤 
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于 , 则 由 条 件 9⁄2; < 关于 各 ms Qz, .于 是 名 具有 
接触 点 xz。 显然 imxr 一 


(2)=G3) 由 28.2 (1) 是 明显 的 ， 

(3)=(2) 取 含 X 的 完备 度量 空间 X*(7.17)， 由 (3) XX 是 X* 
的 G, 集 ， 由 已 指出 的 C1) 人 (2) X* 是 Cech 完备 的 , 故 由 28.3, X 
是 Sch 完备 的 . D 

一 般 地 ， 仿 紧 7, 空间 的 积 不 是 仿 紧 的 (参考 11.9, 13.6). 在 
此 意义 下 ,下 述 定理 很 有 趣味 . 

286 定理 《Prolk) 若 X,(i 一 1，2,…) 为 ech 完备 仿 时 


空间 , 则 1 X; 是 仿 紧 的 . 
ir Esa, 
28.7 定理 (Frolk) X J Cech 完备 仿 紧 空间 的 必要 且 充 分 
条 件 是 存在 从 X 到 某 个 完备 度量 空间 上 的 完全 映射 ， 
首先 指出 28.7 意味 着 28.6. 设 XiG 一 1,2,…) 为 Cech 完 
备 仿 紧 空间 . 由 28.7, 丰 在 完备 度量 空间 Y, 和 完全 映射 人 :X,Yi 
G= 1,2, 3. 
r Hu I x— Ty 
= 并 下 一 
为 完全 映射 、 实际 上 ,是 因为 
8 一 > h: TU exi— Tl ev, 
2 Fi 
是 完全 映射 且 满 足 
gs (I ex;— H x)= Tor H v, 
“i=1 ií 8 EE 
《20.5). 《此 事实 就 更 一 般 的 形式 成 立 ， 参考 42.13.) 因 f 是 到 仿 
紧 空间 Ty, 上 的 完全 映射 , 故 由 1722, Xi 是 仿 紧 的 ， 


j=1 


28.7 的 证 明 ”由 20.5 和 28.2 容易 指出 eh 完 完备 性 在 完全 映 
射 下 是 不 变 的 。 于 是 充分 任 是 明显 的 。 为 了 指出 必要 性 , 设 X 为 
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Cech 完备 仿 紧 空 间 ， 取 X 的 开 覆 六 的 正规 列 {Bs} 使 之 满足 28.2 
G). 由 26.12 考虑 由 {人 Bs。} 构 成 的 伪 距 离 ， 设 了 为 由 此 伪 距 离 户 
然 作成 的 度量 空间 ,，f: 卫 一 Y 为 射影 。 说 明 f 为 完全 映射 即 可 。 
实际 上 , 由 此 了 是 Cech 完备 的 , 从 而 由 28.5 是 完备 度量 空间 . 设 
y&Y,9Y 为 ”的 邻 域 溃 子 。 由 的 定义 ,各 BY 的 某 元 合 有 的 
元 在 下 的 原 象 , 故 含有 六 9 的 X 的 任意 读 子 由 28.2(4) 具有 接 
触 点 。 特别 地 ,在 其 元 素 中 具有 三 (9) 的 X 的 滤 子 具有 接触 点 , 故 
FG) 是 紧 的 。 另 外 ,车 为 闭 集 、 ye CIxKP)， 则 
TNF={ MNF:V e >r) 

AR, 它 生 成 的 滤 子 含有 27, 故 存 在 它 的 接触 点 * -- IN F 
为 闭 集 , 故 z€ F, y 一 (x) EHF), 即 fF) 为 闭 集 . 1 

最 后 ， 构 成 包含 度量 空间 及 Cech 完备 空间 的 有 兴趣 的 空间 
族 . 这 是 Arhangel'skii 提出 的 . 

288 定义 设 X 为 拓 扯 空间 , 且 FCX,. 在 X 中 的 邻 域 基 
数 或 特征 (character)( 写 做 zx(F) 或 简单 地 写 做 KF)) Ë SR Ë F 
在 X 中 的 邻 域 基 的 最 小 基数 。 例如 , 六 是 第 一 可 数 空间 和 基于 各 
+ € X, XG) < 8, 等 价 , 

拓扑 空间 X 对 于 它 的 各 紧 集 吾 存 在 含有 它 的 紧 集 ,使 

MXx(E) ER 
时 , 称 为 可 数理 的 《countable type). 

289 引 理 ”完全 正则 空间 X 的 紧 集 下 ,使 zx(CF) < % 的 充 
要 条 件 是 F 在 和 的 基 个 (或 任意 的 ) 紧 化 aX 中 是 G, St. 

证 明 设 F 是 X 的 紧 集 且 Xx(F) 专员 设 tiUs,s 一 1,2,……*} 
为 了 的 邻 域 基 ，aX 为 X 的 任意 紧 化 , 取 aX 的 开 集 F。 EV. X== 
U,. 兹 指出 门 v.= F. 着 ye [|Y v.— F, B y f€ aX 8 3 


n=1 


AB V, 使 FNCixV — @. BX — Q.,xV EE F BJ 3SER 0k 
某 个 ”有 DUsCX 一 ClsxV。 因 XX 在 ax 稠密 , 故 roCoX — V. 这 
和 ye V, V #J8. 于 是 F 是 ox 的 Gs 集 . 反之 , 令 F 为 X 的 某 
个 紧 化 aX 的 Gs 集 , 说 明 XoxCF) < Re。 即 可 ， 因 aX 是 正规 的 , 故 
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有 ax 的 开 集 列 { 殉 小 , 使 


" 
ClaW, CW, s= l 2,... (| Wa 


成 立 。 设 下 在 aX 的 某 个 开 邻 域 U 不 被 任意 W, 16 HII 
{CloxWs ~— U:n = 1,2,-::] 
是 匡 有 有 限 交 性质 的 紧 集 族 , 故 有 非 空 交 , 但 
ñ ClixWe ~— ñ W, = FCU, 


n=1 "1 


改 得 到 矛盾 . D) 

28.19 定理 度量 空间 及 Cech 完备 空间 是 可 数 型 的 ， 

证 明 关于 度量 空间 的 紧 集 下, 它 的 1/z 邻 域 做 成 邻 域 基 ; 故 
XAK(F)< 8. 设 X 为 Bech 完备 空间 ， HES. E w.G = t, 


2，…)》 为 8X 的 开 集 且 门 w. — X， 取 BX 的 开 集 Ps， 使 
HCV,CW,, CigxVan CV n=1,2,::-, 


着 令 一 [Y V,， 则 为 全 有 的 紧 集 下 为 8X 的 G, 38. HH 289 


el 


有 Xx(F) < w. D 
2841 定理 可 数 型 是 可 数 可 生性 的 ， 
证 明 Wx. 12.) 为 可 数 型 空间 ,X ~ 站 xm: 


s=1 


X— X, 938. +H XII. El =,(H) 是 X, 的 紧 集 , 故 有 
茶 个 紧 的 P.C X, = (H,)C F, fE Z. (F,) < h. hL. 24 F=— 


II CP), 则 是 紧 的 且 有 


i 
HEF, Xx(F) <t. D 
28.12 定理 ”完全 正则 空间 X 是 可 数 型 的 充 要 条 件 是 对 于 
某 个 (或 任意 的 ) 紧 化 aX, ax 一 六 是 Lindelaf 的 . 
证 明 ”关于 任意 的 紧 化 xX， 存 在 使 X 的 点 不 动 的 完全 映射 
Í: BX -> ax, f(BX — X) — aX — X. Ü Lindelai 性 在 完全 映射 
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下 不 变 , 故 aX 一 XJ Lindelsf 的 和 BX 一 总 是 Lindelaf 的 是 等 
价 的 (3.E)， 于 是 说 明 X 是 可 数 型 的 和 8X -— X J]: Lindd6f 的 是 
等 价 的 即 可 ， 设 总 为 可 数 型 空间 , 设 {DU。 ce A) 为 8X 的 开 集 族 
H BX — xc U t,. 8 H — ax 一 U U, 是 X 的 紧 集 , 故 存 在 


包含 妃 的 的 紧 集 F 且 在 8X 中 是 G, 的， 这 时 BX 一 F 是 可 数 
个 紧 集 的 和 , {U。} 把 8X — F 覆盖 , 故 {U。} 的 可 数 子 族 就 已 经 覆 
盖 pX 一 F. 于 是 BX 一 被 (Vs} 的 可 数 个 覆盖 0k 8xX 一 不 是 
Lindel8f 的 ， 反之 , 设 BX 一 X 是 Lindelat 的 . 设 昌 为 X 的 紧 集 . 关 
于 各 *6 BX 一 X, 取 BX 的 开 集 U,, 使 
xE UCClaxUs CBX — H, 

B (U,; z€ FX — X) 构成 8X 一 站 的 开 履 盖 , 故 它 的 可 数 子 族 
(IU i 一 1,2，…} 已 经 覆盖 8X 一 XX， 取 PX 的 开 集 族 (W: 
s= 1,2,--.) m F: 


. 


HCW,C0X 一 UJ ClpixU;, ClaxWan CWo, n= 1,2,.:.. 
= 


着 令 了 = 内 W,, 则 是 含 昌 的 的 紧 集 下 在 8X 中 是 G4 的 ， 于 


是 由 28.9 得 到 Xx(F) < 中. 

2813 推论 Ü X,Y 为 完全 正则 空间 , f: X 习 Y 为 到 Y 上 
的 完全 映射 ，X 是 可 数 型 的 充 要 条 件 是 Y 是 可 数 型 的 . 

证 明 由 了 导 人 完全 喘 射 时 18X — X: 8X — X — óY — Y, 
故 推论 由 28.12 和 习题 3. 忆 得 到 . 

28.14 推论 若是 完全 正则 的 可 数 型 空间 ，cX 为 XX 的 紧 
化 ,E, FF 为 在 eX — X JBE H ED F 一 务 ， 则 存在 aX 的 开 集 
UV ,使 ECU, FCV,UNV = Z, 

证 明 因 eX — X E Linddat 的 , 故 用 和 921 的 证 明 完全 根 
同 的 方法 ,可 以 做 出 UV 和 Y. 

2815 例 《Sklyarenko) 存在 完全 正则 空间 多 ,使 它 的 任意 
紧 化 aX 的 剩余 aX 一 X 不 是 正规 的 。 
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设 4 一 [0,ol:B 一 [0)or:C 一 10,0,) (参考 9.24,20.14)。 
所 求 的 空间 X 是 4X B x 3 的 子 空间 (4 X B x c)U(p Ke = 
(@,e,%)). BOSUEBI 8X 一 4 X B x B. & g€ CXX), 说 明 
8 可 以 扩张 到 4 X BX B 即 可 ， 对 于 各 (§,0)€ 4 X B, gl(§, 
Q)} X C 可 唯一 地 扩张 到 {(§,a)} x 8B， 关于 AXB 的 各 点 ,车 
取 此 扩张 ， 则 得 到 & 到 4X B x B 的 扩张 为 了 指出 它 的 连续 
性 ,说 明 在 {(#,g)} X (o) ((&,oa)€ À X B) 连续 即 可 . 今 车 
a 之 op 则 因 4 X [0, e] 是 可 数 集 ， 故 存在 某 ge < w,， 对 于 各 
(0) A X (0, al,g(A(8,a)1 X (no0]) 是 常数 (20.14). 于 
是 外 4 X [0,a] X B 是 连续 的 ， 今 国定 5€ 4 考 虚 之 ,车 h:CX 
CR 由 g1{5 x C x C 确定 , 则 下 述 事 实 成 立 . 

《D 有 某 个 a <o (lar, e) X [os eO) 是 常数 . 

为 了 指出 这 点 ， 关 于 任意 。 > 0， 考虑 R 的 可 数 s JF N SE 
{i}( 各 U0; 的 直径 < 6)， 车 将 RR 是 完备 的 考 虚 进 去 , 则 指出 有 某 
个 < aslE k([a,, a.) X [a,, oo)) 被 其 个 U, 包含 即 可 , 设 它 
AR. XT& a <o É i & 

To) ~ min[ r < oa: A([a, T) X [Las Y))&%U:), 
B r(ea) = spYKo)， 若 确定 w == 0, 


s = re), i 22, 


则 {es} 为 单调 谱 大 列 。 车 令 4 一 lime, El g < 四 * 故 由 不 的 连续 


性 ;有 某 个 wy p, a S< n < 8, 使 让 Le, 8) X [o, 0)) 被 某 个 Ui 包 
含 . 若 取 oa < <Ë a, MD8 < 之 ?C01) 所 5 得 到 矛盾 ， 和 如 最 初 
所 述 由 此 (1) 成 立 . 因 4 为 可 数 集 , 故 车 令 a — sup aao B| gG18) x 
[eso] X 【aswm)) 为 常数 而 名 在 点 (E,o,, a) 是 连续 的 ， 因 全 意 
g€ C*(X) 可 扩张 到 4X B X B, 0X = À X B X B. 
其 次 , 设 aX 为 任意 紧 化 ,而 f: BX -> aX 为 射影 , 则 
BX— X = (á X B — {0, 0 X {ol. 


考虑 
g=fl4 x B X (o): 4 X B X (a| — (eX — X)U (nl, 
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则 ge 人 (ao) = pos 故 为 指出 aX — X #2:1EB8089 , FUE EBE Fat 
实 即 可 . 
GQ) 车 s 是 4XB83 到 紧 了 ;空间 Y 上 的 连续 映射 ,内 
gig(p) = p, p= (os 0)s 
|| Y 一 {8(p)} 不 是 正规 的 。 
关于 各 0 < e < o, 
Te = (e,0): eB < oo), T, = TUt{p}, 


= 


再 令 
$'= ((8, o): 0 <8 <), s — SU{p). 
对 于 各 z€ S', g gG T, 是 T. Ë5 Kh p 555, Bu E s Ek 
集 . 因 3 也 是 可 数 的 ;, 改 8 -8(3 7)n To 是 可 数 的 ,从 而 对 于 某 c < 
有 gCS)NakTs) = @. 因 

g(8') 一 ECS) — {gp)}, g(T) = z(T.) — {gCp)}, 
故 8C3) 和 8CT2) E Y 一 {gCp)} 的 不 相交 闭 集 。 gC5') 和 gCTs) 
在 了 一 {g(p)} 若 具 有 不 相交 的 开 邻 域 , 则 5 和 Ts 在 4XB 一 
{p} 具有 不 相交 开 邻 域 ， 这 是 不 可 能 的 (参考 11.10). 于 是 Y 一 
8{p) 不 是 正规 的 . 


$ 29. 6 空间 和 Smirnov 紧 化 


29.1 定义 设 X 为 集合 。 当 X 的 子 集 间 满 是 下 述 条 件 的 关 
系 5 被 定义 时 , 称 X 为 8 空间 或 争 近 空间 (proximity space), 

P1 A8B<-> B54. 

P2 (AUB)8C<=> A6C E BaC. 

P3 WTx,y€X,ír16ly) <> x — y. 

P4 X32. 

P5 车 A858B, 则 存在 C,DCX, 使 X= 二 CUD,ASD B .B5C. 

在 此 5 表示 3 的 否定 。 当 488 时 称 4 和 8 是 近 的 , 当 458 
时 , 称 4 和 召 是 远 的 ， 对 于 4，BCX， 当 45(X 一 B) 时 , =l 
4EB,B 称 为 4 的 3 邻 域 . E P 2,32 48C, 4'DA NJ 4'6C. Ei 
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这 个 对 偶 和 了 P3, 若 45D 则 4nD = %, 4 马 B SW ADB. Wi 
丘 P1;……P5 的 关系 称 为 8 关系 或 邻近 关系 ,为 了 明确 表示 和 是 
由 5 关系 5 确定 的 5 空间 , 写 做 (X , 8). 

设 X 为 8 空间 ， 关 于 任意 4CX, 若 4 的 邻 域 系 定义 为 4 
的 所 有 5 邻 域 的 集合 , 则 对 达 可 导 人 拓扑 ， 这 个 拓扑 称 为 5 拓扑 ， 
通常 用 5 空间 表示 具有 8 拓扑 的 拓 扩 空间 ， 

是 拓扑 空间 、 由 5 关系 在 X 定 义 的 了 拓扑 和 XX 原 来 的 拓扑 
一 致 时 , 称 为 X 的 3 拓扑 或 3 关系 一 致 于 区 的 拓扑 . 

292 例 设 X 为 具有 距离 4 的 度量 空间 ， 关 于 A, BCX, 
若 由 48B8 <>4,8) 二 0 定义 5, 则 X 为 8 空间， 一般 地 , 令 X 
为 7 一 致 空间 ， 对 于 任意 一 致 覆盖 , 若 兴 (4)m AL(B) = 
多 时 ,定义 为 45 吾 , 则 5 满足 29.1 P 1，…':P5。 于 是 X 是 5 空间 ， 
显然 这 个 5 拓扑 与 X 的 一 致 拓扑 一 致 . 

293 引 理 设 X 为 5 空间 ,而 4CX， 4 在 和 的 闭 包 了 等 于 
集合 {x E X, {x}54}， 又 若 4, BCX, 则 458 > 455, 

证 明 车 {x}34, z€ X, 则 由 P; 关 于 * 的 任意 8 邻 域 UU 有 
054. 于 是 ze A. 若 {x}54, 则 X 一 4 是 x 的 8 邻 域 , 政 x 生 4， 
其 次 若 488, 则 由 P2，A88， # 458, 则 由 P5 存在 C, DCX， 
使 X 一 CUD，45D，,B5C. 因 

AEX— D(X— DNB— g, 
故 X 一 了 是 和 B 不 相交 的 4 的 5 邻 域 , 而 458， 因此 468 <> 
36B. FJE3E 468 —> ABB 成立. 

作为 此 引 到 的 结果 , 可知 若 8 是 4 的 8 邻 域 , 则 8 的 内 部 
X 一 XX 一 昌 是 被 包含 的 4 的 开 6 邻 域 . 

294 定理 若 X 为 8 空间 而 4 所 BCX, 则 存在 fe€ C(X,1)， 
使 4) = 0,KX 一 B) = 1. 于 是 8 空间 是 完全 正则 的 。 

证 明 令 4EB, 由 P5 取 开 集 G(1/2) 使 

AGG60(1/2)2C G(1/2) € B. 
再 由 P5 取 开 集 G(1/2)5,G(3/22) 使 
AGG(1/22CG(1/222€ G(1/2GG(3/2)C GG3725) €B, 
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车 重复 这 个 作法 , 则 可 得 到 和 Urysohn EJE (1) => G) 的 证 明 中 
同样 的 开 集 列 GGQ)GQ =/= 1... 21, i= 1,2,.…')， 
故 可 同样 好 构成 函数 站 口 

29.5 定理 对 于 紧 7, 空间, 与 其 拓扑 一 致 的 5 拓扑 是 唯一 
存在 的 。 

证 明 设 X 为 紧 7, 空间 ,6 为 与 其 拓扑 一 致 的 任意 6 关系 . 
为 证 明定 理 , 对 于 任意 4,BCX, 说 明 

5B <> ANB = % 

即 可 若 438, 则 由 29.3 A458, 故 4NB 一 @. 反之 令 4NMB 二 
名 ,对 于 各 aE A, 有 4, 百 的 8 开 邻 域 U(x),V(o), 使 UCa)EX 一 
V(a). IL 1U(a): a€ 4A} 是 紧 集 的 开 桥 盖 , 故 有 某 &, i= 1， 
sn 使 


:Cs 


AC 


UCai). 


+ 


这 时 ,由 P2 有 Ü U(a)€X 一 ñ TF(er)CX — B. i& A8B. 
= 


j=l 

29.6 定义 设 X 为 6 空间 ,和 而 YCX。 关 于 4, BCY, 若 把 
A,B 着 做 的 子 集 , 定义 ABB, 则 Y 是 8 空间 ， 这 个 了 称 为 X 的 
8 fll. Y ËJ a #njFS2 4828 X BO 5 拓扑 的 相对 拓扑 .今后 将 8 
空间 的 子 集 看 做 具有 此 相对 拓扑 的 8 空间 . 

WO X,Y 36 空间， 映射 fj， X 一 了 关于 任意 的 4，BCX， 
48B 有 蕊 4)6KB) 时 ， 称 为 8 觅 射 ， 5 映 揣 显 然 是 连续 的 ， 若 f 
是 一 一 列 上 的 映射 且 上 和 六: 都 是 3 职 射 ,网 称 f 为 6 同 胚 映射 ， 
在 其 间 存 在 6 同 胚 映射 的 8 空间 称 为 是 同 聊 的 . 下 述 引 理 是 
29.5 的 结果 

29.7 引 理 没 X 为 紧 7, 空 间 、Y 为 6 空间， 任意 连 续 映 射 
f: XY 是 8 爱 射 . 

29.8 定理 ” 设 X 为 拓扑 空间 ，4 为 它 的 镍 密集 合 , 了 为 4 到 
紧 T 空间 Y 的 连续 映射 对 于 任 富 EE, FCY，ENE ~ ë, 有 

F(E) nf (F) = % 
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村, 则 可 连续 地 扩张 到 区. 

证 明 设 xE X 且 :为 * 的 分 域 灌 于 {TUTA7: U e 9.1 
做 成 在 Y 的 洪 子 基 , 故 其 交 是 非 空 的 ， 令 

yo € Q UCUñ A): U € %,), y, yas 
取 沁 的 邻 域 7i,z 一 1.2, të P. n P, = 多 ,由 假定 
FC) mn 产 (73 = @. 

由 此 x&FK7D 或 z&KF (7). W KCO (后 面 的 情形 宫 
同 祥 证 明 )。 因 XX 二 六 CV e Z, (a (X 一 了 CVD) ay 
但 


VNKANG — FVD) = 2, 
B V, E Y 5748 k 
V NANG — (70) = @, 
#ly € 矛盾. 因此 Q CUA): U e%,) 仅 由 一 点 组 成 ,着 
令 它 是 x), 则 得 到 对 应 3，X 一 了 指出} 的 连续 性 即 可 。 设 V 
为 1x) 的 开 邻 域 ， 因 
Fo = IKUY): UeEY EY, 
生父 0 让 4) 是 紧 的 ; 故 存在 有 限 个 Die 9, i 一 1 zs ,使 


[Kunay cv. 着 令 口 = [| Ui, 则 关于 任意 xD。 有 


j=1 i= 
Kee v. Bb? 是 连续 的 ， 口 

其 次 , 对 于 8 空间 X, 指出 存在 X 的 紧 化 k&X，? 局 胚 地 包 
£ X. aX 称 为 X 的 8 紧 化 或 Smirnov 紧 化 . 《由 下 述 定理 weX 对 
TF X69 8 拓扑 是 唯一 确定 的 ， 例 如 ,必须 写 为 waX 的 样子 ,但 为 了 
记号 的 简便 ,简单 地 写 做 aX.) 

299 定理 63 空间 X 的 5 紧 化 (如 果 存 在 ) 是 唯一 确定 的 。 

证 明 设 wX, eX 为 8 同 目 地 食 X 的 两 个 紧 化 , " 设 i: X— 
w'X 为 包含 映射 ， 若 

E, FCuX, ENF — 2, 
则 由 29.5 的 证 明 《ENX)5CF 介 X), 从 而 
Clxi (E) CI (F) — G, 
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由 29.8 i 具有 扩张 i; aX -> X. FJR0DSE STSD r; 
X — X 也 成 立 , 故 ?是 使 的 点 不 动 的 8 同 胚 映射 

构造 sX， 这 是 按照 ju. M. Smirnov 的 方法 ， 它 的 构造 方法 
非常 类 似 于 在 20.6, 20.7 中 作成 极 大 紧 化 oX 的 作法 。 

29.10 定义 设 X 为 8 空间。，X 的 滤 子 5, 对 于 各 4 E58, 存 
在 Be 使 BE4 时 , B 5 3538. 60 T RD 3U S0WT 
的 真子 集 时 称 为 极 大 8 je T. 

设 X 为 6 空间 而 wX 为 X 的 极 大 8 滤 子 的 所 有 的 集合 ， 对 于 
ACR, 令 


DC4) = (E€ uxX: 4A€E}. 
令 wX@, 时， 车 存在 XOSOA,B, ABB, oCO(4), YCO(B) 
时 定义 8 按 此 定义 a 多 是 5 空间 ， 为 了 指出 这 点 , 首先 考虑 
0( ) 的 性 质 ， 
GQ) 车 4,BCX, 则 OC4NB)0(4)No(B). 
Q) #4CX,e€A,MW U o(4DCo [U 4.). 


G) # A, BCX,(X — A)Š(X — B), MI 
uX = O(A)U0(8). 

证 明 《1) 由 淡 子 的 定义 得 到 .(27? 是 明显 的 ,为 了 指出 (3)， 
当 吾 一 X 时 是 显然 的 , 故 设 X — B > @. X— BË BH # 55 
域 的 集合 作成 ? 滤 子 于 任 取 8EwX。 关于 所 有 He$, # 
HN(X — B) 关节, 则 外 US 是 3 滤 子 ,由 二 的 极 大 性 有 4e ecs 
# E€ OC4). 关于 基 个 He 8, 着 H GX — B) = @, WI B e p, 
BDE e 0(B). 

XPT z€ X Q ES, 25 x 09 8 邻 域 全 体 的 集合 ， 则 5, 是 极 大 5 
WT. 由 ie) 一 所 定义 X— xX、 下 述 命题 成 立 . 

29.11 命题 nwX 是 3 空间 , ;是 X 到 wuX Ë ó FUERA. 而 
B: (QX) # X 中 稠密 ， 

证 明 首先 指出 aX 是 5 空间 ，P1, P4 是 明显 的 . 令 @, S, 
BCaX 958 :859. 有 4,B,C,DCX, 使 48C, B5D, $CO(A), 
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gpco(B),98C0(C)n0(D), IÑ (AUB)6(C D), #kH 29.10 
(5,(2), 有 
UTCO(AUB), GCOCND). 
因此 有 (@UW)58, 而 P2 成 立 ， 为 了 指出 P3，5865, P€ aX 是 明 
显 的 , 故 取 上 ,9e X, E e q. HE 5 庶子 的 定义 ,关于 基 4 € 包 ， 
Ben, 4NB = 和 车 取 Ce5 C€ A.N C8B im š € O(C) R. 
g€ O(B). PE Fë. BOR.2b TR PS. 由 于 CeX，958， 存 
在 
A, BCX, A8B, e@C O( A), C 0(B). 
著 取 C,DCX 使 4@CEDEX 一 8, 则 由 29.10《3) 有 
OCD)U OX — C) = xX. 

H eco(4)C0O(D), eCO(B)Co(X — c) R. 4KX X — C) 有 
@š(X — C). 同样 地 450(D)， 如 此 zxX 是 5 空间 .其 次 指出 
X — (X)CuX 是 65 同 胜 的 i 是 一 一 的 是 明显 的 设 4,BCX， 
A58，、 若 取 C， DCX 使 4ECEX — D€X — B, MUJ c5D 且 
开 A)COCC), K8B)C0(D). Huk i(A)5 (B). 其 逆 也 可 同样 地 
证 得 ， 最 后 若 $€ aX, 0625) 邻 域 , 则 存在 4,BCX，458， 
使 SE 0(4)CuX — 0(B)DC@, Hik ¿(A)CuX 一 0《B)Ce@, 故 
i fE X 8308. 

2912 引 理 (1) 对 于 A4CX, 有 DC4)nX = Iatx4. 

《2) 若 4,BCX,A5B, 则 O(4UB)= 0(4)U 0(B). 

G) 车 4CX, 则 0(4) = X 一 Clsx(X — A). 

证 明 (1) 由 “xE O(A) (X <= À EE z BJ 6 Š83R7 EBR SEA , 
为 了 指出 (2) , 令 8E OC4UB)， 由 的 极 大 性 ,#4 — (cnd: 
Ces 或 8 B = 1C B: CE 的 二 者 有 且 仅 有 一 个 是 $ 浇 
T. EGA 06038, 则 4 65， 其它 的 情形 是 Be s, 故 E€ 
OC4)UO(B)、 为 了 指出 (3), 令 $E 0(4)， 若 取 B,C 使 4 马 
B35C,CE5 则 和 一 4CO(X — B), E€ O(C) fi (X — B)šC, 
# F&CL,(X — A), Bl 0C4)CuX 一 Clox(X — 4). EZ, # 
5EwX — Clyx(X 一 4), 则 关于 某 个 BCX, 有 
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Ë € O(BDCuX — Ql, (X — B), 
由 (1)，IntxBCX 一 Cix(X 一 4) 一 Intx4. RR: £ € O(A), 


29.13 定理 xs 和 是 X 的 Smirnov 紧 化 。 
证 明 由 29.11， 落 指出 ¿X 是 紧 的 即 可 . W Sr 2 zX BJ08 
+. 262057 的 元 的 所 有 8 邻 域 的 族 . 显然 


DeL e= f wx 
ee ve 


成 立 . $ = (pn X: Fe 26, 则 ?是 X 的 3 泪 子 、 令 二 为 售 

7 的 X 的 极 大 6 滤 子 . 设 某 个 更 E 2 KAS RER ç < 2, 

mw'ew,W|:8e' W 3 4,BCX fE 《438 < 0(4), #'C0(B), + 

是 4 € 志 ,但 男方 面 ,由 29.12 (1), 有 
BOW'NX € n, 

故 Be, 和 458 矛盾 ， 于 是 专 为 多 的 接触 点 . 

下 述 定理 是 29.9 和 29.13 的 结果 . 

29.14 ”定理 在 完全 正则 空间 X 中 , 一 致 于 X 的 拓扑 的 5 JF 
捉 , 即 (X, 8) 的 族 和 X 的 紧 化 族 之 问 存在 一 一 对 应 .对 应 由 下 述 
事实 得 到 : 对 于 (X, 5) 使 它 的 Smirnov 暴 化 与 之 对 应 . 

上 述 定理 指出 下 述 事实 。 车 aX 为 X 的 紧 化 ， 由 aX 给 与 X 
的 8 拓扑 若 表 示 为 5:， 则 由 8。， 关 的 Smirnov 紧 化 是 X. 如 由 
29.5 的 证 明 看 到 的 ,对 于 4,BCX, 有 

45,B <> Cloxd 站 CloxB = @. 

2915 例 设 中 为 完全 正则 空间 ， 对 应 于 BX 的 6 拓扑 给 予 
如 下 : 45B，4，BCX<>4 和 引 在 X 可 由 函数 分 离 ， 即 存在 
f&ECCX, 了), 使 人 4) 一 0, 蕉 B) 一 1， 又 车 克 为 局 部 紧 时 ， 对 应 
于 Alexandroff 一 点 紧 化 CX 的 5 是 ASB<> nB = @,B 4 
SN B 至 少 有 一 个 是 紧 的 . 


$ 30. 完全 紧 化 和 点 型 紧 化 


301 定义 拓扑 空间 X 的 分 解 《decomposition) .多 表示 着 
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下 述 的 集 族 ， 2 的 各 元 是 互 不 相交 的 X 的 非 空 闭 集 ,多 构成 X 
的 覆盖 。 给 与 空间 X 的 分 解 sr 时 ， 对 X 可 导 人 下 述 的 等 价 关 
系 ~: x ~ yy EX<> 存 在 菜 个 Pe ,多 同时 含有 x,y， 商 空 
间 X/ ~ 称 为 分 解 空间 ， 空 间 X 的 分 解 多 满足 下 述 条 件 时 称 为 
上 半 连 续 (upper semi continuous): 对 于 各 Fe S 及 含 F 的 X 的 
开 集 己 ， 存在 食 F 的 开 集 了 CD， 若 FV = @, F'e S, Mj 
有 CU。 下 述 的 引 理由 定义 是 明显 的 ， 

302 引 理 X 的 分 解 2 是 上 半 连 续 的 充 要 条 件 是 由 X 到 
分 解 空间 Xz 的 商 映 射 是 闭 映射 。 

30.3 命题 紧 7, 空 间 X 的 任意 连通 分 支 F 是 含有 它 的 所 
有 开 且 闭 集 的 交 . 

证 明 设 B 为 合 F 的 xX 的 所 有 开 且 闭 集 族 ， 若 说 明日 一 
门 是 过 通 的 即 可 , 设 4, 为 非 空间 集 上 且 4U B=B,An B= 


好 因 了 是 连通 的 , 故 被 4,B 的 一 方 包含 设 C4， 因 XX 是正 
规 的 , 交 可 取 开 集 V, W, 使 4CV, BCW, VNW = @. W 
HCVUW ,而 QU 是 紧 空间 X 的 具有 有 限 可 沫 性 的 闭 集 族 , 故 关于 
某 UE UM 使 UCVUW。， 此 时 ,FCACUNV,， H&EUVNV, 而 
UNV 是 开 且 闲 集 , 和 五 的 定义 相反 . 口 

30.4 定理 《Ponomarev) 设 多 为 紧 7; 空间 发 的 上 半 连 续 
分 解 . 多 的 各 元 的 连通 分 支 全 体 组 成 的 X 的 分 解 若 为 2 , 则 多 
是 上 半 连 续 的 。 

证 明 SF = (F.Y,C, 为 F。 的 一 个 连通 分 支 . 设 U 为 C。 
在 X 的 任意 开 邻 域 ， 由 30.3 在 F, 中 有 开 且 闭 集 了 ,使 CC 
Uñ F... R X85639 W. ië wW.CU,W n F,=v,. Bw,n(X— 
页 ,) 是 合 f。 的 X 的 开 集 , 故 由 多 B E33ESEDE , 取 X 的 开 集 五 ， 
使 


如 果 FoCHCWeUCX 一 丽 ) E FnH = @, FE s”, Bl 
FCW,U(X — W. 
令 W = HU, ë Ce 的 开 邻 域 . 若 cnW = @,Ce 2, 
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对 于 含 C 的 RE 多 ,有 下 站 多 = @, Hk 
FCW.,U(X — W2. 
# ccw,U(X 一 琅 .)， 因 C 是 连通 的 ， CW。 = @, # 
CCW,CU. 

305 定义 空间 X 的 连通 紧 子 集 全 由 一 点 组 成 时 ， 称 之 为 
点 型 空间 。X 的 点 型 子 集 是 指 作 为 子 空间 是 点 型 的 集合 ， 由 定义 
点 型 紧 空间 是 全 断 的 ， 

30.6 定理 设 ! 为 紧 T; 空 间 X 到 7 空间 的 连续 耿 射 . 
这 时 ， 紧 7, 空间 Z 和 如 下 的 连续 映射 8: XY 一 2,#: Z—Y 存 
在 : f 一 hg 且 8 是 到 上 的 映射 ,关于 各 x& Z ,g (z) 是 连通 的 ,又 
关于 各 y Eh(2 ),h G) RAS. 

证 明 因 j: X -> 志 X)CY 是 闭 映射 , 故 由 30.2 

多 = (F'(y): yef(X)} 
是 X 的 上 涯 连续 分 解 ， 由 .多 的 各 元 的 连通 分 支 组 成 的 分 解 化 "由 
30.4 是 上 半 连 续 的 ， 令 Z 为 好 的 分 解 空间 ，g: X—Z 为 商 观 
射 。 由 30.2, z EM: 3. Z y T, 空间 ， 若 以 
AG) = f(s)), z€ Z 

定义 四 Z— Y, 则 是 闭 连续 映射 ,定理 的 条 件 全 被 满足 . 

30.7 定义 ” 设 aX 为 完全 正则 空间 X 的 紧 化 ，6 为 对 应 于 
eX 的 5 拓扑， 对 于 X 的 任意 开 集 如 ,关于 所 有 的 4CU, 有 

45(X — U)<> AB(BryxU) 

时 ,aX 称 为 XX 的 完全 紧 化 periect compactification》(BryxU 是 U 在 
X 的 边界 )。 完全 紧 化 是 由 E. G. Skiyaenko 导 人 的 。 它 的 有 趣 
的 性 质 在 下 面 论述 . 

X 的 紧 化 aeX 当 其 剩余 aX 一 X 是 点 型 集合 时 , 称 为 点 型 紧 
化 ， 例如 局 部 紧 空间 的 Alexandroff 紧 化 是 点 型 的 。 任意 的 完全 
正则 空间 具有 完全 紧 化 但 不 一 定 上 有 点 型 紧 化 ， 具 有 点 型 紧 化 的 
空间 的 特征 在 第 七 章 赋 予 . 

在 讨论 完全 紧 化 的 特征 之 前 ， 叙述 必要 的 定义 . 设 4 为 X 的 
T$. 4 在 点 ee 4 抬 X 局 部 分 高 是 指 对 于 “在 X 的 某 开 邻 域 
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WW, 有 X 一 4 的 非 空 开 集 U,V ,使 

WN(X— A = UUV, UNV — @, ClxUNCxV 3 a, 
设 Y 了 为 X 的 扩张 空间 .对 于 X 的 开 集 口 用 o CU) 或 简单 的 0CU》 
表示 集合 了 一 Clx(X — U). 0,(U) 是 和 XX 的 交 为 0 的 了 的 最 大 
开 集 . 

30.8 定 更 (Sklyarenko) 对 于 完全 正则 空间 X 的 紧 化 了 ,下 
列 条 件 是 等 价 的 . 

《1)- YY 是 完全 紧 化 . 

(2) YY 一 X 在 它 的 任何 点 也 不 把 Y 局 部 分 离 。 

G) 关于 X 的 开 集 U,V,， UNV 一 名 ,有 

o(U UV) = 0(U)U0(7). 

《4) 关于 X 的 任意 开 集 0 有 Ch(BryxU) — Bryy0(U), 

证 明 G= (2) 设 Y 一 X 在 它 的 点 专 抬 Y 局 部 分 离 ， 则 
存在 二 的 开 邻 成 区 ,使 

wñx=UuUv,Un7 = @,š€ ClyUnClU, 
因 civu nClxy n (U UV) — 名, 故 
BryxUCBryx(U UV)CBry(U UY). 
若 互 为 5 的 开 邻 域 且 ClxHCW , 则 4 = HNU 满足 ABBryzU , (8 
是 对 应 于 Y 的 5 关系 ), 故 由 (1) 有 AS(X 一 U). 但 
EE€ ClyANChyV CClyANCIy(X — U) 
和 5 的 寿 质 矛盾 

G)=>G) 设 忆 ,7 为 X 的 不 相交 开 集 而 #e OCUUV) 一 
O(U)U0O(V). # #&ChU, BH CU 不 相交 的 5 的 开 镶 域 
WCO(UUV), 则 有 w XCV, 故 属于 OCV)， 同样 的 也 不 能 
有 SCV É E€ ChVmnCyy。 这 意味 着 了 — X fE 5 E Y 058 
分 离 。 

G)=>G) 取 X 的 开 集 U, E| Cly(BryxU0)CBryy0(U) Ë 
成 立 ; 故 指出 道 包 含 关 系 即 可 . 车 令 V = X — CU, W x — 
ByzU < UUV B Uy = @. TE 0(U)Nol(V) 一 名， 由 
《3 有 
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Y — Cly(BryxU) = O(U UV) 
= 0(U)U0(V)CY — BryyO(U); 

#& Cly(BryxU)ƏBryyO(U). 

G=) 设 口 为 X 的 开 集 ,4CZU，45BryxZ。， 说 明 

Ch4mnclX 一 四 一 好 

即 可 . & F€ CAG Ch(X — U), 由 4CO(U), 有 #€ OO(U). 
mk, #€ Ch(X — U) 有 #&O(U). # š € BryO(U). 但 因 
45BryxU， 故 Cly4 人 Cly(BryxU) 一 好 .于 是 F&Ch(BryxU) 和 
《4) 相 反 。 

3089 定理 设 Y，Z 为 完全 正则 空间 X 的 紧 化 , jf; Y— Z 
为 使 X 的 点 不 动 的 连续 了 映射， 此 时 ,下 列 事 实 成 立 : 

G) 若 Z 为 完全 紧 化 , 则 对 于 各 z€ Z, (2) 是 连通 的 . 

(2) 若 Y 是 完全 紧 化 ， 且 关于 各 *e Z ,三 (z) 是 连通 的 , 则 
Z 是 完全 紧 化 ， 

证 明 《1) 设 关 于 某 个 ze 2Z ,f"1(z) 是 非 连通 的 . 令 站 x) 
为 非 空 闭 集 A, B, (ADB = 多) 之 和 .在 Y 中 取 4,B 的 不 相交 
开 令 域 G,H, 令 U 一 GNX, VV 一 HNX. 因 4CChyUCCyG， 
#k z€ CU. 同样 地 ,ze ClzV， 若 令 W — Zz—f(Y 一 (GUH))， 
MH)ze Ww, WñíX = UUYy, 故 Z 一 X 在 点 x 把 Zz 局 部 分 离 , 而 Z 
是 完全 紧 化 的 ,矛盾 (30.8《2)). 

G) 着 z 非 完全 紧 化 ,; 则 Z 一 羡 在 某 点 < 拒 Z 局 部 分 离 、 由 
此 有 在 Zz 中 的 开 令 域 W 和 XX 的 不 相交 开 集 口 ,P, 使 

WNX=UUV, CUNcClr 3:z, UF @ = V, 

因 了 是 完全 紧 化 且 z€ 0zU UV), 故 应 用 30.8 (3) 有 

fF (DCFOAUUVICONAUUV) 一 OK(D)UOC). 
BL o,XU) no,(v) = o/XXUñn V) = @ ,J”' (a) 是 连通 的 , 故 广 (2) 
被 Oy(U》 和 O /(V) 的 某 一 个 包含 。 若 令 f(z)CoxU)， 则 
站 (ncCly 一 包 ; 故 x 攻 Clzy。 这 与 点 * 的 选 法 相 违反 . 

30.10 定理 完全 正则 空间 XX 的 紧 化 aX 是 完全 紧 化 的 充 要 
条 件 是 当 卢 8X 一 aX 为 射影 时 ,关于 各 ye eX， f+(y) 是 连通 
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的 ， 由 此 ,特别 地 BX 是 完全 紧 化 ， 

证 明 由 30.8 若 说 明 8X 是 完全 紧 化 即 可 ,但 这 几乎 是 明显 
药 ， 实 际 上 , 取 对 应 于 PX 的 5 关系 3 车 品 为 X* 的 开 集 ，4CU， 
45BryxU , 则 对 于 BX 由 5 的 定义 (29.15) 有 fe CX, 1), 使 
KA) =0, f(BryxU) = 1. 
今 根 据 g|U ~ 了 ,8(X 一 U) = 1， 来 定义 g, 则 8 是 连续 的 ,由 此 
AB(X — U). 

对 于 已 与 的 空间 X 的 紧 化 的 任意 族 la,X1Y, 存在 它 的 上 确 界 
sup{arX} 《参考 习题 4. L). 但 下 确 界 一 般 不 存在 。 在 X 的 完全 
紧 化 族 中 ,其 极 小 者 存在 的 条 件 是 已 知 的 ， 即 

30.11 定理 ”完全 正则 空间 X 具 有 极 小 完全 紧 化 的 充 要 条 
件 是 X 至 少 也 具有 一 个 点 型 紧 化 。X 的 任意 点 型 完全 紧 化 是 极 小 
完全 紧 化 ， 

证 明 ” 若 六 的 完全 紧 化 aX 不 是 点 型 的 ， 则 存在 aX — X 的 
紧 连 通 集 合 4 至 少 含有 2 点 ， 由 于 把 4 收缩 为 一 点 得 到 Xx 的 紧 
化 YX 由 30.9 (2) 是 完全 紧 化 且 比 aX X. EH ik 8 X BS 98 
完全 紧 化 是 点 型 的 。 其 次 设 Y 为 x 的 点 型 紧 化 ， 令 f BX 一 Y 
为 射影 。 由 30.6, 存在 紧 7: 空间 Z ,映射 8:8X 一 2,h: Z—Y 
满足 30.6 的 条 件 。 在 此 ,2 关于 各 y& Y ,由 P'O) 的 连通 分 支 组 
成 的 分 解 是 8X 的 分 解 空 间 ， 因 hg|X 是 恒 等 映射 , 故 Z 是 xX 的 紧 
化 , 因 关 于 各 se Z, z(a) 是 连通 的 , 故 由 30.10, Z 是 完全 紧 化 。 
今 令 了 为 8X 一 的 最 大 连通 紧 乐 (名 不 被 BX 一 X 的 其 他 的 连 
通 紧 集 真正 包含 ). 因 Y 一 X 是 点 型 的 , 故 基 @) 是 由 一 点 ?组 成 ， 
而 9 是 fO) 的 连通 分 支 ， 由 此 关于 各 z€ Z — X, gG) 是 
BX 一 的 最 大 连通 紧 集 , 即 Z 一 X 的 紧 连通 集 是 由 一 点 组 成 。 故 
Z 是 点 型 紧 化 .为 了 指出 后 半 , 令 aX 为 任意 的 完全 紧 化 。 对 于 
射影 9: BX 一 aX， 因 各 p 1Gy)(y € aX 一 X) 是 连通 的 , 故 被 基 
个 gz)(x& Z) 包含 对 应 ?一 zx 是 连续 的 , 给 与 从 mX 到 2 的 
射影 ， 由 此 aX > Zz， 即 Z 是 极 小 的 完全 紧 化 . 口 
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3 题 


S.A SESA xXfEB XxX. WETU, VcXxx, 4cxX, & U-'= 
(z): (<) € 0} ,Lor ={(xsy): 对 于 某 个 *E Xx,(*,*) 6 U B.(z,y)€ VI, 
U[4]=(z6 x: 对 于 某 个 yE A, Gy) € UY. 若 4 一 {*}， 则 代替 01{x}] S 
fEu|<1. Ucxxx088u=U 时 称 为 对 称 的 ， 指 出 下 列 事实 。 

{1) 对 于 U, YCXXX, ACX, 有 Usvt4] =ufrL4]]. 

(Q) #u,vcxxx,y 8, nl 

VesUsV= U (V[x] x V[y]; (z) 6 p). 

5.3 含有 X xX 的 对 角 集 入 的 子 集 放下 满足 下 列 条 件 时 ， 称 为 一 致 族 : 
(DD) 若 5E 加 , 则 U1E 8B, (2) 车 WEG) 则 有 某 个 FE e, te ve yC, (3) # 
U,ve%, WuQqvzeo, Qa)#uesBUcvcxxx,Wl ve eo, eg 
(1) (2) 时 称 为 一 致 族 的 子 基 ,满足 (1),(2);(3) 时 称 为 一 致 族 的 基 . 指 出 老 
wu= (Uz): vexj，Dem; 而 mu 一 [eru: D € 9), WIB e 2 —Skik (一 
致 族 的 基 或 于 基 ) 9. Jr — SN 8 CCHN SIISE FE), EZ ku 
为 & 的 一 致 夏 盖 族 ( 一 致 覆盖 族 的 基 或 子 基 ) 时 ,指出 : 若 

w.,=(Ue: WE p), Uw U (UxU: Uq), 
Ml, 是 一 至 族 ( 一 致 族 的 基 或 于 基 )。 

5.C uo X 的 一 致 族 ， 关 于 各 = X: 若 定义 (U(z): D € @) 为 < 的 
邻 域 系 , 则 在 xX 可 导 人 拓扑 ， 称 之 为 下 巴 导 人 的 一 致 拓扑 、(1) 若 2 为 对 应 
于 的 一 致 厂 葵 族 (参考 习题 5.8), 失 出 由 &。 及 生息 入 的 的 拓扑 相等 ， 反 
Z ,# z —Sk 33k. , 为 对 应 于 它 的 一 致 许 (5.8), 指 出 亚 和 史 。 SEA y 
的 相同 拓扑 。(2) 本 章 中 叙述 的 关于 一 致 便 盖 族 的 概念 和 定理 试用 -~- 致 族 的 
语言 改写 之 。 

5.D 《Sklyareako) 设 X 为 完全 正则 空间 , aX 为 X 的 完全 紧 化 , 口 为 aX 
的 开 党 合 。 这 时 ,2 为 连通 的 充 村 条 件 是 ZX 是 连通 的 

提示 “者 wnX 是 X 的 非 空 不 相交 开 集 V9, w 的 和 且 若 癌 是 连通 的 ， 则 
在 任意 点 z€ ClvY UCluW 处 ax 一 X 把 X 局 部 分 离 。 

5.E (Skiyarenko) 设 Y 为 完全 正则 空间 X 的 紧 化 ， 关 于 X 的 各 开 集 50， 
V, 

o(g uv) = 0(ü)uo(r) 
成 立 的 充 要 条 件 是 X* 是 正规 的 且 Y 是 极 大 紧 的 。 
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BUR “ 若 否定 条 件 , 则 关于 的 不 相交 闭 桌 F, 已 * 有 CIF D CIH g, 
关于 U=X- F, V=X-H 等 式 不 成 立 ， 另 方面 ; 若 满足 条 件 , 则 关于 任 
意 闭 集 F,H, 有 ClyEn ClyB=Ch(FD B). SR F. y 6 Ch(F0 H) 时 , 取 
3 在 了 的 邻 域 U. CIyUñiCIY(F'YY B) = g ,#& F'=ClyU Ü FH'=CyUN 
HB,W) NE'= 必 ，Y 是 极 大 的 所 以 ClyF’ NClv#' 一 BB， 由 此 pClyF 只 
CIyH, 

5.8 (Tamano) 在 完全 正则 空间 X 中 ， 下 述 条 件 是 等 价 的 。 (1) x 是 
Lindel6f 的 ;(2) 对 于 各 闭 集 Fc BX 一 X, 存在 XxX 的 明 有 限 且 可 数 的 正规 
BR (U. $Ë ClxU,F= g, n=1, 2…; (3) 对 于 各 闭 集 FCBX 一 X 
存 夺 Gs 闭 集 Gs 使 FCGCBX 一 X; (4) 对 于 各 闭 集 FBX 一 下, 存在 可 分 
度量 空间 Ys 和 在 F 的 任意 点 不 能 扩张 的 连续 映射 六 X—Y i 

EZ Fj 24.5,27.11,27.12 的 证 明 ， 

5.G ix 为 完全 正则 空间 、$ 为 用 {f: 1€ C(X:R)} 确定 的 一 致 性 盖 
族 (26.10)。(R 具有 由 通常 距离 确定 的 一 致 拓扑 .) x 关于 吕 为 完备 时 改称 
为 实 紧 的 《reaf compact)。 对 于 完全 正则 空间 X, 令 

x= NM (DR, 


ec 
vX 称 为 X 的 实 紧 化 。 完 全 正则 空间 X 是 实 紧 的 充 要 条 件 是 x=vx, (u— 
希腊 字母 ， 读 作 upsilon.) 

提示 “和 27, 10 类 似 地 进行 证 明 . 

5, 了 ”关于 完全 正则 空间 X, 下 述 条 件 是 等 价 的 :， (1) 是 实 紧 的 ;(2) 郑 
充 为 X 的 完全 正则 扩张 空间 ,县 各 f6 C(X,R) 可 扩张 到 忽 上 , 刚 车 =X;(3) 
X 可 以 作为 闭 集 拭 人 尽 的 某 个 积 空间 R rh; (3) 若 ze BX — X, 则 某 16 
C(X,R) #E x 不 能 扩张 。 

提示 使 用 5.F. 

5 正则 Liadelit 空间 是 实 紧 的 。 

5.] (Corson》 在 完全 正则 空间 中 下 述 竹 质 是 等 价 的 ，(1) X 是 Lia- 
delaf 的 ; (2) 若 旬 为 由 5.F 定义 的 x 的 一 致 覆盖 族 ， 则 关于 $, 任意 弱 
Cauchy 洪 子 具有 接触 点 ，(3) 车 油 子 耿 不 具有 接触 点 * 则 关于 某 个 Fe CCX， 
R),(#) 在 R 中 不 具有 接触 点 

提示 ”和 27.15 同样 证 明 . 

5.K 车 Y 为 不 可 数 个 的 积 空间 ，X 为 荆 积 , 则 x= Y, 

提示 使 用 25.6。 
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5.L， 当 6 Sl x IRORBNDE {0;: =l, n) 存在 xX 的 覆盖 La: 
im, … 9) Ë AU; i=1, 4 时 , 称 为 8 开 覆 六 对 于 X 的 所 有 5 开 
BW (0,).40GU;)) 是 X 的 smisnov 紧 化 ex 的 开 履 盖 ， 

提示 着 4EV, 则 指出 cluxdc o(z) (29.10 (3), 29.12(3)). 

5-M 设 5 为 空间 X 的 分 解 ,xg 为 分 解 空间 。r: X 一 Xs 为 商 映 射 ， 克 
的 弱 分 解 空间 xz. 是 和 xs 相同 的 点 集 ， 具 有 下 述 拓扑 : 取 Fe Z 在 x 的 开 
邻 域 0, 令 u = (F eS; F CU) Ug 形 的 集合 为 F 在 Xs 的 邻 域 基 ， 尼 时 ， 
G) 恒 等 映 射 oo: xz 一 xz 是 连续 的 ，(2) rz 是 同 有 的 充 要 条 件 是 是 上 半 
连续 的 - 

提示 “使 用 30.2。 
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第 六 章 复 形 和 扩张 子 


532 形 


31.1 定义 设 了 为 集合 , 7 上 的 抽象 复 形 或 简称 复 形 (com- 
ples) 是 满足 下 述 条 件 的 了 的 有 限 子 集 + 的 族 ， 

(1)》 车 s€EK,s'Cs, 则 s € K. 

Bs € RISI (a + 1) 个 (w 一 0,1,2,…)7 的 元 组 成 时 ， 
称 为 + 质 象 单 形 或 " 单 形 (simplex). = 称 为 它 的 维 数 ,以 dims 表 
示 之 . 属于 K 的 的 元 是 9 单 形 , 特别 地 称 之 为 顶点 Genex), 
dimK 一 stpdims 称 为 KK 的 维 数 , 当 dimK < co 时 KK 称 为 有 限 维 


的 ,否则 称 为 无 限 维 的 。 当 KK 至 多 具有 有 限 个 单 形 时 ,KK 称 为 有 限 
SE. s, 6 KeCe Bl, 称 为 的 边 单 形 , 写 做 :sf 是 5 
本 身 的 边 单 形 ， 当 ?一 * 而” 关 :时 :* 称 为 真 边 单 形 , 写 做 e=. 
当天 的 子 集 工 也 满足 (1) 时 , 工 称 为 久 的 子 复 形 。 对 于 各 ”一 0， 
1, 2，"… 维 数 不 超 过 * 的 KK 的 所 有 单 形 的 集合 K" 是 于 复 形 。 称 
之 为 里 架 . 

设 天 , 工 为 复 形 , V, W 为 其 顶点 的 集 含 ， 从 了 到 碎 的 映射 了 
PT s € K 8 IG) EL 时 , 称 为 从 KK 到 工 的 单 形 上 映射 《simplicial 
mapping), K 为 工 的 于 复 形 , 则 包含 映射 i: K — L. 为 单 形 映 
射 

312 例 W 一 {U,: v EV} 为 集合 X 的 某 子 集 族 。， 所 
调 27 的 神经 复 形 (nerve) 的 复 形 Kw 定义 如 下 。 Kw 的 顶点 集 
为 了 ,7 的 有 限 集 * 一 toi i= 0, n) 当 门 U,, = 时 是 Kw 

i= 
的 = 单 形 ， 这 个 定义 显然 满足 31.1 1). 其 次 考虑 作为 2Z 的 加 
细 的 允 的 子 集 族 g 一 (V.: e € W |, * = 25 97” 到 久 的 任意 加 细 


了 


BRA. 3 c 367 的 神经 Ky 的 单 形 ， 则 关于 各 ee W 有 Ju 
UVz(w); 故 
NM v2 Y v. @, 


venty wer 
而 (ee Kv， 由 此 得 到 单 形 吴 射 x:Ky 一 Ka. z 称 为 射影 设 
m: Ky — K, 为 由 其 它 的 加 细 上 映射 诱导 芍 射 影 ,一 般 + 和 不 同 ， 
但 育 下 述 关系 : 若 s€ Ky W) =G)Uz=() 也 是 Kw 的 单 形 ， 实 际 
上 ， 

NM u. ñ v, = @. 


ver "wer 
31.3 定义 ” 设 KK 为 抽象 复 形 ,，V 为 其 顶点 的 集合 ， 天 的 实 
现 (realization》|K| 定义 为 满足 下 述 条 件 的 了 上 定义 的 所 有 实 函 
# z 的 集合 - 
(1) 2T4&0€ V, < rG@)< 18 2 Í) = 1. 


(2) (e€ V:z(e)> 时 做 威 K 的 单 形 . 

靖 雪 < 称 为 |K' 的 点 ， 对 于 ve 使 (0) = 1. es(z) 一 0 
(关中 的 xz 是 | 及 | 的 点 ,和 ”同样 看待 ,于 是 了 可 看 做 |K| 的 
子 各 VY 的 点 疮 为 顶点 ， 实 数 <) (oe Y) 称 为 点 * 的 重心 
《barycentric coordinate)， 当 = € KK 为 以 vi(i 一 0,.……,#) 为 顶点 的 


单 形 时 ,集合 |ee Ki: 加 xD 一 中 外， 称 为 半音 形 . 关 


于 某 i 一 0 ,使 xz(o 一 0 的 1s| 的 子 集 称 为 |s| 的 边界 ,以 
| 结 表 示 之 1*| 一 上 | 称 为 开 单 形 . 当 dims — z 时 和 1s| FIBERS 
空间 称 为 = Ra], 和 |;| 同 胚 的 空间 称 为 (" 一 1) 球面 (10.5). 对 
于 ze | REos 一 trzey:zo)>0 由 (2) 是 民 的 单 形 , |] E s, 称 为 
* 的 支 集 . z€ |sel 一 41, WEF z€ V,S(e) = (z€ IK|:z(e) > 
0} 称 为 的 姓 型 集 ， 对 于 K,S() = [) St(v)， 一 般 地 对 于 


ves 


KK 的 子 集 工 ,St(L) — U Sts) 称 为 工 的 星 型 集 ， 对 于 vE y, + 


sr 
K,= {s€ Kiv 6 s), B, = (r € Ks:s € K,, e Er}. 
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天 的 子 复 形 B。 称 为 索 (lnk)， 对 于 x, ye |K|, 令 
G) 4) DH) Ho, 


H (2), G) 是 有 限 和 .显然 4 满足 距离 函数 的 条 件 ， 今 后 用 |K| 
意味 着 具有 由 2 确定 的 距离 托 扑 的 空间 简单 地 称 | 天 | 为 单纯 复 
E. 

314 定义 ”拓扑 空间 X 34 3E3E3E K EUA J. Ki — X 
存在 时 称 为 多 面体 (polytopec)， 组 (天 ， 力 称 为 不 的 三 角 章 分 (trian- 
galation) ，X 称 为 可 三 角 剖 分 的 。 


315 $Q HR" BJ e = (1,0,0,:-: 0), = (0,1,-:.. 
Re 


imi 
lo <s < 14 0 是 具有 顶点 ci = 0," * sn) 8 n Bl 
单 形 ， 称 A 为 标准 > BOE. —MER AR wi(i 一 0,…，n) 为 线性 


无 关 的 Ror 的 点 保 ， 将 各 ww 看 做 向 量 , 对 于 实数 组 (<<, 

i sys 清关 为 也 ay 表示 的 点 保 ， 则 和 是 
Te PT] 

# (e) 的 Ret 的 最 小 贞 集 且 和 A, 同 是 ， 和 称 为 以 {wi} 张 威 的 

单 形 ， 点 一 了 hwi BLUE BE. (L) 称 为 z 关 于 和 wi} 


WEBER, šj BD vi(i 一 0，…， 9) 为 顶点 的 单 形 时 ,由 对 


应 = — Š) s(opm 得 到 同 胚 区 射 |:| — A, SR ACDS DAR 


PT] 
是 相等 的 ， 在 1:| 引 入 在 入 中 的 疝 重 的 记号 ,对 于 x,y € |s| 和 实数 
2, p40 之 0,4 十 p=1， H 2z + ay 表示 具有 重心 坐标 
xo) 十 ay(eDi = 0,… n) 的 点 ， 对 于 |s| 的 点 zz(j 一 1， 


0 加之 .全 
jel 


用 这 个 写法 ,各 += € |s| 可 表示 为 * 一 > (wi), 
316 引 理 。 设 为 复 形 ,而 1K1 为 其 实现 . z€ |K|， 令 :为 


+ 122. 


* 的 支 集 . 对 于 各 ye K], 
drs) <2 - > ilrCo) 一 Fo 


es 


Br, 
证 明 因 x(v) = 0, vs -bb 
区 A = 220) = 1 — 2150) 
一 > zy) — > (2) 
< Dl 一 Xe 外 
故 
dx] = 23110) — yr) + 21:10) 一 区 oz 
<2 G) yo, 
n 


关于 各 weV, 设 1, 为 1 的 拷贝 , 令 1* = ][1,. 对 于 以 "为 


顶点 集合 的 复 形 K, 由 f(x) 一 (xCv))vev《x& |K|) 定义 大 | 天] 一 
I. 

317 定理 j:|K| 一 1 是 嵌入 . 

征明 显然 了 是 一 一 的 . & =€ |K],s > 0, 

若 4(z,y)< s, y€ |K|, MJ |fG), fl = ly(e) 一 
x《v)| <4(x,y) < e(fG@), 是 f(x) 的 v SE9R) Pk f Ek yE 6509. 为 
了 说 明 半 的 连续 性 , 令 *e |K], e> 0. 设 |:| 为 * 的 支 集 , gq = 
dims， 车 令 

U = (z€ I°: |z, — Hx),| < e/2(q + 1), ve s], 
则 如 为 P 033 B SS GD. # ye FPCU) 则 由 31.6 

dG, y) <2 27 |y(e) — z(e)| = 2 DO, — G). 


PE YE 


< 2(e/2(q + 1)) : (q + 1) = s, 


*+123< 


于 是 位 是 连续 的 Cl. 

31.8 推论 设 |K| 为 以 ov 为 顶点 的 单纯 复 形 .对 于 各 v EV， 
定义 大 :| 及 一 7 为 六 Ce) = z(z)(z € IK|)， 空 间 X 到 |K| 的 映 
Bz: X— |K| 是 连续 的 充 要 条 件 是 各 jf,g:X 一 1(v € V) 是 连续 
的 . 

31.9 推论 对 于 LCK,St((L) 是 |K| 的 开 集 . 

这 些 推论 由 31.7 是 明显 的 。 设 工 为 天 的 子 复 形 ， 包 | 的 点 “ 
对 于 不 属于 工 的 顶点 "， 由 于 令 *(o) 一 0 可 以 看 做 是 |K| 的 点 ， 
这 样 ,1L1 可 看 做 1Ki 的 于 集 ,| 工 | 称 为 |K| 的 子 复 形 ，. 

31.10 定理 |K| 的 所 有 半 复 形 |L| 是 闭 集 . 

证 明 设 re |K| — IL|, :为 x 的 支 集 , MU 8 L. $ s= 
min{xCv):v€ s}, 兹 指出 5SCx,e/2) 人 Li 二 2. 若 y€ SC, 512)， 
则 


lG) 一 ze )i<—+ < wes. 


故 yCo) > sf2v€s Bris, 全 部 名 和 的 顶点 , 故 1 
Fl. 因此 ye ld 一 lC IK — IL]. #& sGe, s/2) 1181 = 
口 
设 户 K — L 为 单 形 映射 对 于 各 *e |K|, 若 令 
Ifl) ~ 21 z(y), 


则 lG EIL I8924. lER29 RD 3 38, Bak wkp. 由 简单 的 
计算 关于 zy € IK| 知 a [fi Cx) ,f(y)》 <4G%, y) G 是 |L| 的 
距离 ) 成 立 , 故 | 放 是 连续 的 一 般 地 , 设 给 与 由 K 的 项 点 集合 V 到 
单纯 复 形 | 的 映射 1， 使 K 的 各 单 形 的 顶点 映 信 15 | 的 某 闭 单 形 
之 中 。 了 可 以 线 姓 地 扩张 为 |K| 上 的 映射 | 逢 。 为 此 ,对 于 各 < 


[Kl, 令 (9 一 已 < Ke) 即 可 .在 此 , 蕊 o) 一 般 不 是 { 工 | 


的 顶点 ,但 = 的 支 集 的 所 有 项 点 映 到 | [的 某 罗 音 形 上 ,上 六 的 定 
义 式 的 右边 具有 意义 1 咱 称 为 了 的 线 峰 扩张 ， 在 此 L| 一 般 可 
以 锦 为 向 时 空间 ,特别 是 Eudid 空间 ，Hilbert 空间 
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31.11 定义 TD V XN hD E KD E 3 Y 
(Cbaryeentrie subdivision) sdK 可 定义 如 下 。 

(1) SdK 的 顶点 集合 WV == {ws:s€ K] 和 KK 一 一 对 应 ， 

Q) {wk Wii = 0 限于 QPEsEg- hg 时 做 成 
SdK 的 名 单 形 ; 

对 于 天 的 重心 重 分 SdK ,映射 p: lsag! 一 IK| 定义 如 下 , 关 
于 各 ;EK, 设 为 1:| 的 重心 (2: = pes: 
:的 顶点 j)， 尖 * 是 天 的 顶点 ”时 >, = e. T£ u,€ W, 令 
(ws) = b,. 若 wsli 一 0 2) 做 成 SdK 的 单 形 , 《将 {sr} 适当 
地 排列 ) 因 年 s 琴 … 年 1,, 故 所 有 的 p, 属于 闲 单 形 |so| 于 是 
线性 地 扩张 为 1S4K1. 扩张 还 用 表示 之 . 

3112 定理 yp:1SdK| 一 | 天 | 是 同 且 映射 . 

证 明 设 人 为 才 的 单 形 ,viGf 一 0， …，n) 为 其 顶点 .A 及 它 
的 所 有 边 音 形 组 成 的 KK 的 子 复 形 如 里 再 用 和 家 示 , 则 g 2(|al)= 
1SdA1， 故 说 明 p11SdA|: [SdA| 一 | 和 | 是 同 凸 即 可 9%。 对 于 各 
iO si 和 ?>)， 没 5 为 具有 顶点 ms": sv; 的 i 单 形 , 则 s = o 
aa 有 有、 2 为 具有 顶点 sf = 0,.…,n) 的 SdA 的 单 形 ， 
今 指出 pllc| 是 同 坚 的 因 在 SdA 的 其 它 的 单 形 上 可 以 同样 讨 
论 , 故 得 到 定理 . 设 y€ lcl,y 一 2) yws)ws(wdls€ A) 为 SdA 


i= 


的 顶点 ), 则 GO) 一 21 yG.) 因 1, — i meik 
i=0 j=0 


vis V9 "V4 是 


p= £ (> (e) Vi, 


Jo Və; i + 1 
故 得 到 
(D p00) = bp 0,50 


1) 一般 地 说 、 由 此 并 不 能 推出 9 是 间 旺 ， 但 是 由 于 下 而 的 表达 式 (1)， (2) 对 于 各 
个 单 形 部 是 唯一 确定 的 所 以 9 确 是 司 且 . 一 一 校 者 注 


4175. 


Q) [y(e,)= G + 1) * (@.)(e) — pO (sm)), 
?i=0, #1, 
y(e,,) = (z + 1) ply) Cs), 

由 (1) 和 (2) 知 9 是 一 一 到 上 的 映射 , 且 yCws) 是 {p(y) (si;)} 的 连 
续 函 数 ， 而 p(y) (vi) 又 是 {y(w,)} 的 连续 函数 ， 因 此 ,是 同 耳 
3 D 

对 于 复 形 拓 ,定义 
SPK = K, Sd'K = Sd(Sd*-IK) n = L1,2, *- > 
Sd"K 称 为 KK 的 “次 重心 重 分 . 由 31.12,1SdK1G — 0.1...) £ 
看 做 是 同一 空间 . 

3L.13 例 设 IK| 为 单纯 复 形 ,V 为 顶点 集合 ,2 一 {StC2): 
e€ VY 做 成 IK[ 的 开 虱 盖 《31.9)。 vi G 一 0,…sn) 为 了 张 成 |K| 
的 单 形 , 门 stCw;) 关 所 是 必要 充分 的 ,实际 上 ,车 x & 门 StCv;)， 


BJ <Ç) > 0,z(e) — 09 e vi = 0," n, fe EBR R JE 
之 , 著 5 为 {vi} 做 成 的 单 形 , 则 


hF 一 ic ñ S). 


由 此 人 的 神经 复 形 等 于 大， 一般 地 ,ax 不 是 局 部 有 限 的 ， BR 是 
局 部 有 限 的 复 形 称 为 局 部 有 限 .为 要 复 形 是 局 部 有 限 的 必要 且 充 
分 的 条 件 是 含 各 项 点 的 单 形 至 多 有 有 限 个 ,从 而 2 是 星 有 限 的 。 
下 面 对 于 任意 复 形 天 ， 构 造 2 的 局 部 有 限 的 闭 加 细 。 关 于 各 ?6 
K,Bk b, 29 | 18938 D. 28 8 2k E D By SEK, 令 FPF, = Cha 
S.) (Sr 取 为 .1SdKD): 多 = (F,:r € K 做 成 细 分 BY 的 IK| 
的 闵 履 盖 ， 简 单 地 可 以 证 明 . 儿 是 星 有 限 且 局 部 有 限 的 9， 令 二 为 
天 的 子 复 形 , 则 NCL) 一 U(F,: EL} 是 |L| 的 闭 邻 域 ， 称 之 为 
IL | 的 正则 舍 坡 (regalar neighborhood), 

31.14 引 理 设 K 为 m 维 有 限 复 形 , 而 4 为 |K| 的 距离 。 


1) 只 能 证 明 克 是 局 部 有 限 的 .一 一 校 者 注 
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1sd"KK| 的 各 单 形 的 直径 不 超过 2(m/m + 1)". 

证 明 由 31.7 对 于 充分 大 的 &, 存在 一 一 单 形 映射 1: Ki 一 
Ax( CCRT) G 取 做 (KK 的 顶点 数 ) 一 1 对 于 RY 的 点 + 一 《ns 
人 营 令 

kn: 
be 一 = 2:16 — yl 


i 


网 | 12 Res OBB ORO). 对 于 xy |K| ,显然 有 

NC) —1G)] = aG, y) 
成 立 .于 是 关于 A, 的 任意 子 复 形 说 明 引 理 即 可 ， 今 令 %.(i = 0, 
106 n) 为 RAH 的 点 


* = > ¿ao y > zo ¿o 2 0, 
=o 


Du 2 = 1, 
名 ”各 
此 时 ， 
《1) 关于 某 个 i, 有 | — +| < ly — zl. 
实际 上 ， 


bs- | — 1.2] 
< Dly — = < may — xl. 
由 (1) 著 取 Ax 的 重心 细 分 的 任意 单 形 c, 则 将 (1) 使 用 2 次 ,对 于 
茶 0 的 顶点 o,v', 有 6Co) < |z — #'|(0(e) 为 "的 直径 )， 令 


1 , 
L... + 一 
Iti ee 


¿<><4 


(en e) 


(为 At 的 顶点 )， 由 (1) 关 于 某 个 oj, 有 
le — | < llç — il. 

故 

1 


b= 1<b-=| 


(a+) eJ] 


+ 177。 


pl A 


rl 
一 一 5CAt)， 
<H o 


于 是 可 知 若 A 为 A, 的 任意 m- 单 形 , 则 对 于 SdA 的 单 形 c， 有 
6(0) < (m/m 十 1)3(A)， 而 且 若 o 为 Sd"A 的 单 形 , 则 8(0) < 
(m/m 十 1)8(A). F (A) 二 2, 故 引 理 得 证 . 

31.15 定义 设 f 为 空间 X 到 单纯 复 形 [KK| 的 连续 映射 。 所 
谓 连 续 映射 g:X — | 天 | 是 f 的 运 近 是 指 关于 各 ze XX， 当 s: 为 
f(x) 的 支 集 时 有 gCx) e 1s:1|。 更 一 般 地 ,连续 映射 1,g:X 一 |K|， 
关于 各 x* € 久 有 的 某 单 形 s, fË FG), g(x) € 1ss| 时 ， 称 为 近 接 
的 ， 若 z 是 了 的 逼近 , 则 显然 了 和 8 是 近 接 的 . 

31.16 定义 设 f,g:X ~>Y 为 连续 映射 ,存在 连续 映射 瑟 : 
Xx1—Y, fE 

H(z, 0) = f(x), H(x, 1) = glx), z€ X 

叶 , 称 了 和 8 是 同 伦 的 , 记 作 =e. H EK25 f B| z BJ 316. 

31.17 命题 若 /,g:X 一 |K| 是 近 按 的 , 则 f— g. 

证 明 ST € X£8 s € K Ë 10, gG) € |s.|. 3 H: 
Xx 了 一 | 天 | 由 

H(xz, 1) = (1 — f(x) + 18x), G, e X X 1 

定义 之 (和 在 |s*| 中 可 取得 ), 则 互 为 了 到 & 的 同 伦 ， 由 313 8IH 
的 连续 性 . 口 

3118 ”定理 〈 单 形 有 逼近 定理 ) 设 |K| 为 有 限 单 纯 复 形 ,| 工 | 
为 单纯 复 形 ,f: | K| 一 |L| 为 连续 映射 。 这 了 时 下 的 某 重心 重 分 
Sd"K 和 单 形 映射 g: |sSd"K| — | 工 | 存在 ,使 ?是 了 的 逼近 .8 称 
为 f WR. 

证 明 设 工 的 顶点 梨 为 古 , 9 = {St(w):w& W) 为 由 星 型 
集 组 成 的 | 工 | 的 开 材 盖 ， 则 广 :2 为 紧 度量 空间 IK| 的 开 柳 盖 . 


设 此 Lebesgue 数 为 5。 令 dimK 一 np。 取 mm 使 (jz + 1)” < z. 
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BR V 25 sd"K BJ. 关于 各 pe 了， 在 |sd=K] 中 星 型 集 StCv) 
的 直径 不 超过 8, 故 存 在 e, e W 使 St(v)Cf 《Sew。))。 令 gC7) 一 
we， 关于 x6 |KI, 令 s, 为 在 [Sd*K1 中 的 x 的 支 集 ，1: 为 1(x) 的 
支 集 .由 作法 , 若 o€ s., 则 gLv) 6 1, 于 是 2 可 线性 地 扩张 为 g: 
1Sd"K1 一 IL |, 显然 8 是 二 的 遍 近 . 

的 单 形 遥 近 一 般 不 是 唯一 确定 的 。 但 任意 单 形 遥 近 是 近 接 
的 , 疏 由 31.17 是 互 为 同 伦 的 、 


$32. ES(2) 和 AR(2) 


321 定义 设 |K| 为 单纯 复 形 ， #$ S — ld: € KY,WJ 
多 做 成 |K| 的 闲 覆 盖 。 在 |K| 给 与 关于 多 的 Whitehead BF, 
以 1Kils 表示 此 空间 ，{K1w 称 为 具有 弱 拓 扑 的 单纯 复 形 。 

由 定义 ,|K|s 的 子 抹 是 开 集 的 充 要 条 件 是 关于 各 |s| € 多 ， 
1nZ #|||83F88. 于 是 ,1K|y 到 任意 空间 Y 的 映射 ,关于 各 
lle 5 仅 当 fls| 是 连续 时 是 连续 的 ， 特别 地 ， 恒 等 映射 i 
IK|.— {Ki 是 连续 的 . 

322 例 在 19.3 考虑 的 空间 玉 为 具有 弱 拓 扑 的 复 形 。 为 
了 得 出 这 一 点 ， 设 关 为 具有 共同 顶点 ,的 可 数 个 1 维 单 形 5 一 
Ge) = 1, 2，… 组 成 的 1 维 揽 形 . 此 时 有 Ki 一 [Kl。. 对 
TK , 恒 等 映射 i: |K1s > | 及 1 是 连续 的 但 不 是 同 是 的 .实际 上 , 令 
户 为 |2| 上 和 加 的 虐 离 为 1/7 的 某 点 ， 了 一 (pa i= 1, 2 个 
在 | 及 | 为 闭 党 ,但 在 |K| 具 有 聚 点 w (参考 6.C). 

323 定义 设 X 为 空间 ,2 一 {UD,:v 《7V} 为 X 的 点 有 限 开 
覆盖 ,Kw 为 2 的 神经 复 形 。 X x€ X, = 和 :x € U, € 271 
构成 Kw 093632. s, 称 为 * 的 支 人 案 . 由 X 到 [Kw| 或 |Kwlw 的 连 
续 映 射 $ 使 (x) € |ss1,x € X G, 是 x 的 支 第 ) 时 , 称 四 为 关于 BL 
SEED AN. 

324 引 理 连续 映射 Bp:X -> |K.|GRIK, 1.) 是 正 准 映射 
的 充 要 条 件 是 对 于 Kw 的 各 顶点 vz 有 Uo +(Stv))。 
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证 明 ” 设 满足 条 件 ， 对 于 * € X :为 p(x) 的 支 代 (31.3). 
B| çG) € || 一 | 让。 车 :的 顶点 为 vti = 0,.…*55); 则 B(x) 6 
Ste), 

z€ $ (SH(v) ECU, 
故 若 s, 为 * 3228 G2.3) | r, B s, 的 项 点。 因此 
$C) € |s|cC|s1. 

反之 ,关于 各 x EX, 令 $GD6€ |s|. SPFU,e Z, # +€ 6 
(&(e)), Hj 


$x) € S(e) Y| s.l. 
F 是 > 是 s, 的 顶点 ， 即 xD， 故 $-(Sr(e))ccu,. 口 
325 定理 若 人 为 正规 空间 X 的 局 部 有 限 开 覆 盖 , 则 存在 
由 XX 到 |Kw| 或 |Kwlw 的 正 淮 映射 。 

证 明 可 以 换 为 它 的 加 细 ， 实 际 上 , 令 Y 为 il 的 吉 细 ，x 
Ky — K< 为 射影 (31.2) ,|x|: 1Ky| 一 上 Ke| 为 其 实现 《也 称 之 为 
射影 ). 若 由 :X 一 ' 开 y| 为 关于 的 正 准 肌 射 , 则 ix| 由 为 关于 的 
正 准 英 射 ， 由 此 事实 4 是 补 稚 覆 盖 即 可 . 设 al = (U,: e€ V), 
关于 各 veEV, 取 feE CCX,1) 使 所 (0) 一 X 一 Us $:iX— Kel 
由 


T 


$G)G) = 1,60 / Dt) re X, ve V, 


367 
确定 (p(x)(v) 是 在 ”的 重心 坐标 ). 由 级 的 局 部 有 限 性 和 31.8， 
中 是 连续 的 ， 又 由 32.4, 由 是 正 准 映射 。 其 次 考虑 由 为 到 [Kw|w 
的 肌 射 ， 各 x € 式 具 有 有 仅 和 的 有 限 个 元 相交 的 邻 域 Fe。 和 了 
相交 的 人 BU 的 元 设 为 {D064:i = 1，*……， x}, 在 顶点 集合 {vi:i = 1, 
aY 扩张 的 天 的 子 复 形 设 为 L。 因 工 是 有 限 复 形 , 故 1L| = 
I|. (CL|, C IK. 1. k ple, Y68083. HJ: X— 
IKwlw 是 连续 的 . 口 

326 定义 设 X 为 实 线性 空间 ，4CX 对 各 x,yE A,1 > 
0,4> 0,21 = 1, àz + py € 4 时 称 4 为 是 (convex) 的 . 
对 于 ZCX， 含 避 的 最 小 凸 系 称 为 名 包 ， 了 1 的 廿 包 是 与 对 于 任意 
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有 限 个 点 xi 8U,i— 1, 5 m 4 ~1, mh 罗 
的 点 全 休 的 集合 相等 Sis WEF So OQA 


police linear pace) SMS X Se s x EX 能 定义 满足 
下 述 条 件 的 非 负 实数 jz|( 称 为 x 的 范 数 ) 时 ， 称 为 赋 范 空间 . 

G) ilÍzll = 0 = = = 0. 

(2) 3 =x,y€ X H| + l < lz] + !yll. 

G) #=zeX,reRIr=z| = >1l=>l. 

在 赋 范 空间 X 中 ,关于 >, y eX, 若 令 plx, y) — |z — yl, WU 
H (1) GQ) ”是 和 的 距离 函数 ， 赋 范 空间 是 具有 该 上 距离 的 度量 空 
间 . 髓 范 空间 关于 上 述 距 离 是 完备 时 称 为 Banach 空间 .对 于 


Hiben 空间 购 各 点 = 一 (52) SEX al — [31 2), m 
u f=1 


它 为 Banach 空间 .另外 ,对 于 任意 的 空间 和 , 若 在 .C*(X) 中 定义 
范 数 为 


MW ~ =p Gl, fe "OO, 
由 C*(X) 是 Banach 空间 (参考 9.72. 

32.7 @ 设 X 为 具有 有 界 距 离 P 的 度量 空间 .8B 二 C*(X)， 
关于 各 fe B, || — mp IfC(x》1, 则 8 为 具有 范 数 | 上 的 Banach 
空间 .关于 各 x € 灸 , 若 令 $y) 一 pbx, 四 ,9 € X, RJ 加 6 B, B 
对 于 zyE X, 有 

pz = ]#%,G) — byly) | 
<lə, — ll — supl ps(*") — bx) 
= mp |e(z,z') — ply ,7) 1 < pz 


故 有 

plx, y) = lps — $;ll. 
由 此 ， 由 $G) 一 $, (z € X) 定义 的 映射 $: X 一 吾 不 变 距离 (这 
样 的 映射 称 为 等 距 (Gisometry))，y 当然 是 收 人 . 令 Z 为 6CX) 在 
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了 的 凸 包 ， 这 时 
(办 2X) 为 Z 的 闭 集 .、 
《2) 车 处 为 可 分 的 , 则 Z 也 是 可 分 的 。 
为 了 指出 (1), 设 gE€2 一 上 X), 因 g€ Z, 故 存 在 的 有 限 


个 点 x 实数 加 之 0G 一 1,…, n), Xu ut = L 
取 e, 使 0<2e < minlle 一 pal. 设 z7 为 点 在 Z 的 。 83. 指 


H UCZ 一 0(X)， 关 于 某 xE X, 9 $s ED, .由 8 的 取 法 , 对 于 
各 i 有 si — $.|| 一 pbxrisx) > s. #& 


s> |z — @,|| > |#G) — $01 = lg)| = > bs 


一 > À p(x;, zx) > (> 本 e= s. 


这 个 矛盾 指出 TCZ 一 0(X), 025 T IEBBQ), E H254E4 (X) 
FiG0b ap k. Wkuna B ew 09. SB E, B m H09tE 
EA F 85258 F 2 fu, 而 名 是 紧 度量 空间 为 可 分 的 , 故 久 的 
可 数 和 音 是 可 分 的 ， 由 此 说 明 但 在 2 稠密 即 可 ,但 这 是 显然 的 ， 
328 定义 设 X 为 赋 范 空间 .4 CX 当 它 的 任意 有 限于 集 

是 线 狂 无 关 时 称 为 线性 无 关 的 。 对 于 4CX，4 的 元 的 线性 结 

多 体 的 集合 L(4) 称 为 4 的 Pak T Ei 间 . LO Ra 
函数 p:X -> R， 当 它 是 线性 时 (对 于 各 e, ye X, a, fe R, # 
q(ex + By) = ap(2) + pp(y)) 称 为 线 狂 滩 系 数 。 线性 泛 函数 
9:X — R š sup[|p G) [: |lx]| < 1, z€ Xx) < co 时 为 连续 的 ， 设 
D(X) 29 X 80EESEHSEEPBSR p k2 e. 对 于 p, $ ED(X)， 
e€ R, 车 定义 为 

(Ft $0) = p(z) + Pr), (eg)(z) — al px)), x€ X, 
J| p + ba 为 连续 线性 泛 函 数 . 因 此 ,D(X) 是 实 线性 空间 ,对 
于 p € D(X), 若 定 义 它 的 范 数 为 

lpl = sop{| pCO 1 :lal < 1, z€ x), 

则 D(X) 是 赂 范 空间 ，_ DCX) 称 为 X 的 对 偶 空 间 . 
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32.9 定理 (R. F Arens.J. Eells-Michael) 任意 度量 空间 X 
#ESIEBR 3 CE ,做 为 线性 无 关 的 闭 集 可 散人 某 赋 范 空间 . 
证 明 ”说明 将 作为 线性 无 关 的 集合 等 距 地 人 嵌 人 其 赋 范 空间 
即 可 .实际 上 , 设 X* 为 的 完备 化 (7.17) ,X* 作为 线性 无 关 的 集 
全 等 距 地 找 人 赋 范 空间 B. W X* 是 完备 的 ， 故 为 也 的 闭 集 ， 孝 
不由 民 扩 张 的 也 的 子 空间 元 (X)。 工 (X) 站 X = X, Bx XA L(X) 
的 线性 无 关 的 闭 集 . 为 证 明定 理 , 设 Y 为 真 含 的 度量 空间 ,该 虐 
离 设 为 ， 在 和 上 设 等 于 X 问 有 的 上 距 离 . BUR ye Y 一 xX， 设 
H(Y) 为 C(Y , R) 的 函数 f 中 所 有 满足 下 述 条 件 的 集合 : 忒 yo) 一 
0, 关 于 各 x,yE Y, 35 k > 0, 使 

(*) lfG@) — fG)| < K : pb, y). 
若 将 满足 (* ) 的 kk 的 下 确 界 写 做 用 | Ilo , CY) 是 赋 
范 空间 , Vk EX 8(Y) 的 对 偶 空 间 , 4:X — E H 

Ko) = Z, z€ X; A = fh), f€ H(Y) 


定义 之 ， 
车 x,x'EX, 则 
[z= sup{ {XP — EOL :NN < ,fe HOY)}, 
由 | 上 入 1, 有 
GQ) — Z(D | = 0) — fx) < eG, z), 
故 
lš — ZI < G, z). 

另外 ,车 令 g) = plysx) 一 pCyos*),y € Y lJ g€ HCY) 且 all= 
1 一 名 )(g) = PG, zz) 而 用 一 站 | 22 oe(z, zr). #& & 25305 
映射 为 了 指出 h(X) 是 线性 无 关 的 , 设 xr, . ,xs 为 和 的 任意 相 
异 的 点 . 若 令 

gG) = e. aa DD, y€ Y, 
则 

g EHCY) BE(g) ~ 0,1 ~ 1 st. 
Hk Ze A(X)29 SG 一 1 …:2) 的 线性 钳 合 , 则 代 g) 一 0. 于 
是 对 于 任意 x6Xsyr 关 ii 人 一 1 有 多) 天 0， # (z, 
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Kei 1,11, n) 是 线性 无 关 的 . 

32.10 定理 (Dugundi) 设 X 为 度量 空间 ，A 为 Xx 的 闭 集 ， 
若 # 为 4 到 局 部 凸 拓扑 线性 空间 Z 的 连续 映射 ， 则 f 可 扩张 到 XX 
上 。 

证 明 设 P 为 X 的 妥 离 ,对 于 各 xEX 一 4， 


H,= + € X:0(x, y) < 1 ,G,2)J. 


设 av = {Us,:v € V) 为 x 一 4 的 局 部 有 限 开 履 盖 有 为 {Hs:x€ 
X — 4 的 加 细 , 令 P 为 具有 弱 拓 扑 的 Gy 的 神经 复 形 ， 设 4:X 一 
4 一 为 正 准 映 射 ， 置 Y 一 PUA, 在 Y 导 人 下 述 拓扑 : 

对 于 X 的 各 开 集 捷 , 令 形 一 U{Stv):v EV,U,CW}UCW n 
A) (V 是 的 顶点 集合 )， 形 如 从 的 所 有 集合 及 P 的 开 集 做 成 Y 
的 基 . 

4:XX 玉 了 定义 为 |X 一 4 一 也 ,44 一 恒 等 映射 。 首先 指 
出 是 连续 的 。 只 需 指出 在 Bryx4 的 各 点 的 连续 性 就 已 足够 (在 
其 它 点 是 明显 的 )、 设 a € Bryx4 而 WF 一 5Cz,s)( 在 X 的 5 邻 域 )。 


今 指出 
is 人 (全 jg 
为 此 说 明 


# u,ns[ E) = ə,mlu,cw 


令 


即 可 ， 因 为 此 时 有 4D,)CSst(z)C 浓 (32.4), 38U, CH, x EX 一 
4. Ë ye HNs (2), mI 
PG, a) SPG, y) + elys a) < PG, 4) +— 
<+, + 
有 DU。)CstCv) 一 般 是 不 成 立 的 . 但 楼 正 准 喘 射 的 定义 以 及 前 式 ， 仍 可 证 得 


K(SGa, sja)C.——ai 
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因此 plz, a) < 8/2, 从 而 关于 任意 的 * € R,, 有 oG, z) < P. 


故 p(x',a) < s.RIR,C W. 这 样 一 来 ,是 连续 的 .为 了 完成 证 
BH, 若 说 明 了 可 扩张 到 了 上 即 可 . 所 求 的 到 X 的 扩张 是 由 和 于 的 
合成 得 到 的 . 首先 将 1 扩张 到 4UVCY 上 . 对 于 各 >€ V, 选取 
qo€4, 使 *, EUs 和 plxos a,) < 2e(z,, A), :4UV — Z 定义 
为 
PlA = f, PG) — fas), e€ V. 

设 了 为 PCa) = f(a) 的 邻 域 。 由 了 的 连续 性 , 有 s> 0， 若 p(e， 
2 一 eeedy， 则 也 o)6T.a 洲 令 W = s (a, s/3), MJ PO 
mnK4UTD))CcT。 实 际 上 , 若 Uoc 柬 , 则 因 


plays a) ES plas x,) + pros 4) < 2p(z,, A) + 总 


2 £ 
<o. 4) 2 < 2 +Ë = 
< 2o(x,, a) z< 3 " 


故 
Flv) 一 大 oo € T. 

由 此 知 下 是 连续 的 ， 若 将 扩 线 性 地 扩张 到 P 的 名单 形 上 , 得 到 
人 的 扩张 EY 一 Z。 车 再 指出 在 4 的 各 点 上 ?的 连续 性 就 足够 
了 . WT Ka),Ca e A) 的 凸 邻 域 . 由 尹 的 连续 性 ,有 “的 邻 域 
f të pO n CaUY))CT R a fE X É5SBER W”, š U, w' = @ 
的 任意 U, sk t: CE š 9 EE #E bERU UFBHrh Riy k pray 8209), 
关于 属于 Ü 898 ç, 考 莘 以 为 顶点 的 任意 单 形 ;s， 对 于 :的 
顶点 v'; 因 UwfW' = @ W > € Ë. g € 的 顶点 全 部 在 严 下 正人 
I 中, 故 X11)cT， 由 此 可 知 藉 角 )C7。 如 此 了 是 连续 的 . 口 

作为 Dugundii 定理 的 应 用 之 一 ,有 下 述 定 理 . 

3211 定理 (Hauscorff-Torun'czyk) 设 X 为 度量 空间 ，4 为 
它 的 闭 集 。， 在 4 上 给 与 和 它 的 拓扑 一 致 的 工 离 "时 ，2 可 以 扩张 
到 X 上 , 即 存 在 在 4 上 等 于 且 和 开 的 拓扑 一 致 的 X 上 的 距离 ë. 

先 证 明 下 述 引 理 . 

3212 GUE W X,Y 为 赋 范 空间 ,4CX x {0}, BC{0} x 
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了 ,为 XXY 的 闵 集 ， 此 时 , 任意 同 胚 映射 j:4 — B 可 扩张 为 局 
胚 映射 XX Y — Z x Y. 

证 明 设 w:X X Y — X,x:X XY 一 了 为 射影 . 因 4,8 分 
BUR X x {0}，{0} x Y 的 闭 集 , Y, X 是 赋 范 空间 ， 故 由 32.10 
于 :4 一 了 ,nf :1B 一 六 分 别 可 扩张 为 4;:X x (0) — Y, p:{0} x 
Y— X. #H 

AG, y) = (z, y + 2(z, 0)), flx, y) = G + (0, y)> 7) 
G,y)e XX Y 

36 Xx Y— X x Y, h WEBM & T — ph. 
为 了 指出 了 是 了 的 扩张 ,对 于 Ge, 0) e 4, 设 

Ke, 0) = (0, y), Kx, 0) = G, y). 
说 明 一 0,y = y BD. H k. a BDE, f y = G. 0), = 
pC0,y)、 因 (zx, 0) = f(z', y), 5 

(s, (z, 0)) 一 人 + (0, y), y). 

由 此 有 六 一 1(z,0) = y R z'= z— (0, y) = z — a(0, y) = 
0. 口 

32.11 的 证 明 设 4 为 度量 空间 X 的 闭 集 , ?为 4 的 距离 ，p" 
为 的 距离 ， 由 32.9 4 和 XX 分 别 由 等 距 映 射 作为 赋 范 空间 和 
下 的 闭 集 嵌 和 人 。 E 和 FF 的 距离 分 别 再 用 P 和 wp' 表示， EX F BJ 
距离 “由 

p(x y) = px) + px y), (z; y) € E X F 
确定 。 作为 X 的 子 集 的 包含 觅 射 : - 4 一 祥 定 义 了 由 4CCE X 
{0}) 3 X (C (0) x F) 中 的 同 奈 映 射 f。， 由 32.12 了 扩张 为 同 瞿 
映射 ,jE x F — E Xx FE， 的 距离 ?由 
gG, y) = "QG , Fy) z. y EX 
定义 之 . 则 六 显然 满足 定理 的 条 件 , 口 

32.13 定义 ”空间 Y 的 子 集 X, 当 存在 不 动 X 的 点 的 连续 觅 
Ë r:Y — X BI r(z) = x,x EX 时 , 称 为 了 的 收缩 核 (retrat)。 + 
称 为 保 祸 收 缩 ， 当 X 为 了 的 基 令 坡 的 收缩 窜 时 、 称 为 7 的 贸 坪 收 
缩 核 (neighborhood retract)。 易 知 ,着 Y 是 7 的 , 则 它 的 任意 收缩 
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核 是 了 的 于 集 (6.2. 
设 夕 为 关于 闭 集 然 承 的 空间 族 。 当空 间 X 是 包含 它 作为 闭 
集 的 任意 Ye 2 的 收 编 核 ( 邻 域 收 缩 核 ) 时 ， 称 为 对 于 儿 的 绝对 


retract))， 对 于 2 绝对 收缩 核 (绝对 邻 域 收缩 核 ) 全 体 的 类 写 做 
AR(2)(ANR(2)). 对 于 马 ， 扩 张 子 的 入 念 在 9.11 中 已 叙述 
过 ， 这 可 以 对 邻 域 相对 化 如 下 .空间 关于 任意 Y& 多 和 它 的 
BEEF, f& CCF ,X) 可 扩张 到 王 的 某 邻 域 时 ， 称 X 为 对 于 2 5 
邻 域 扩张 子 Cocighborhood extensor)， 这 个 X 的 类 写 做 NES(2). 
属于 AR(2), -', NESC2) 等 的 空间 分 别称 为 ARG ) 空间 ， 
… NES( 多 ) 空间 等 . 

32.14 例 (O. Hanner) 设 儿 含有 非 正规 空间 X,， 且 Y 为 
TNES( 多 ) 空间 . 设 *， “为 了 的 相 异 二 点 ， 设 A, B 为 X 的 闭 
集 , 且 不 具有 不 相交 的 邻 域 ,由 人 4) — a, 人 B) — b Way f:4U 
B— Y. 1 可 扩张 到 4 UB 的 某 邻 域 U 上 ,但 因 Y 是 7 的 , 故 4, 
B 在 UU 具有 不 站 交 邻 域 ， 这 个 矛盾 意味 着 下 述 事实 ， 

(1) 着 多 是 完全 正则 空间 全 体 的 族 , 则 TINES( 多 ) 空间 
全 是 由 一 点 组 成 的 . 

如 以 后 34.3,34.4 指出 的 ,RE ANR( SF) IE R& AR(Z7 ) (R 
为 实数 空间 ). 现 给 与 后 一 事实 的 例子 。 设 ,为 1 = D, 
1]) 的 拷贝 , 4 为 不 可 数 个 了 的 积 构成 的 平行 体 空间 ,8B 一 1, x 
LX 4。 设 1 一 1,2, 的 0 点 为 0,4 的 各 坐标 是 0 的 点 为 0.。 
xm: X 4 一 访 为 身影， 考虑 形 如 10.) X eze 1,, 的 集合 和 
各 一 点 集合 

{C10} €lh= (0), G, a) El X A 
组 成 了 3 的 分 解 , 设 其 分 解 空 间 为 Cjx:B 一 C 为 射影 . 设 LG= 
1,2) 为 了 ,对 应 于 1 的 点 .在 拓扑 和 YUC 中 将 点 0 era, 
0, 0,161 和 p《0,, 1, 0) 同样 看 待 ， 得 到 的 YU C 的 商 空间 
设 为 D. 可 看 做 CC D.D EK T, BJ. 令 o = (0s, 0;, 02);E=D 一 
pCO pA, x (0) x (0) — {oD (0) X L x (0) — (6) 
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É 1958 Z RIRSpRAS E BJ T 22 3] R 和 尺 是 癌 胚 的 。 今 证 明 这 个 
R' 不 是 上 的 邻 域 收缩 核 ， 为 此 , 由 五 的 构成 和 分 解 空 间 的 定义 说 
阴 下 述 事 实 邑 可 . 

(2) 空间 Z= B — [o) 的 闭 泥 G — r, x (0) x (0) — 
{tol ,及 一 (0) X L. x 4 一 {o}j 不 具有 不 相交 的 邻 域 . 

设 U 为 G 在 Z 的 邻 域 . 设 {p,:i = 1 2 …] 为 五 中 收 化 于 0 
的 点 列 (p, = 0). 关于 各 i 有 (0 0.) # 1 X 4 的 Vi 使 {pi} < 
V,CU,, 设 4 = [71x14| 280, 0 828. 890. H3dE 


qá 


扑 的 定义 和 4 是 不 可 数 集 的 事实 ,各 V; 对 不 可 数 个 a € 不 包含 形 
如 {0} x jx JI {or} 的 集合 。 由 此 关于 某 个 c,7 = 0) x 


上 


L x ][ {0} 被 所 有 的 VG = 1.2...) 包含. 改 


ee 


{py} XT EU, i— 12 
成 立 ， 但 这 意味 着 
HBR0CLUS(0) x Z, — (e). 
即 (2) 成 立 ， 由 上 述 证 明 得 知 下 述 事 实 . 
G) XX {0j X {0,}U{0} x L X 4 不 是 如 的 邻 域 改 缩 
核 . 
3215 记号 ”对 于 空间 族 使 用 下 述 记号 . 
= = 完全 正则 空间 ,人 一 正规 空间 , 2 = 完全 正规 空 
I, = 族 正规 空间 , sp — 仿 紧 7 空间 , A — 度量 空间 ， 
5 = 可 分 度量 空间 . 
本 章 中 若 不 做 特殊 说 明 , 所 有 的 空间 是 T, 空间 .在 本 章 中 研 
究 了 A4R,ES 等 有 趣 的 性 质 ,许多 结果 是 根据 O. Hanner 的 . 
3216 定义 W X, Y 为 空间 ，f 为 了 的 闭 党 了 到 X 的 连续 
映射 。 考虑 拓扑 和 Z 一 XUY 的 分 解 外 一 (X 一 B 的 各 点 ， 
人 (GD U{zj，re XI. £ 的 分 解 空间 以 了 U1X 表示 之 ， 称 为 由 
X,Y 了 ,得 到 的 附 周 宰 陪 (adiunction space). 设 g:Z — Y UX 为 
射影 , 因 8;:X ~> g(X) EE EEB8, 82 538 X 3k Y U x 的 子 空 
BJ. & k= glY:Y 一 了 UjX， 由 定义 显然 有 
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(1) UCYUIX 是 开 集 的 充 要 条 件 是 kK'CU) qu n x 2yBl 
是 Y 和 X 的 开 集 , 
32.17 定理 设 空间 族 儿 为 . 帮 , 急 . 帮 , 儿 .人 扩 , 轨 中 之 一 ， 
X, Y € 乌 ,f 为 7Y 的 闭 集 B8 到 X 的 连 绪 映射。 这 时 YUiXE 2, 
证 明 只 就 多 一 .1， 多 的 情形 证 明之 . 他 留 给 读者 
(6.F). 
X, Y €. 的 清 形 , 设 太 :了 — Y U,X 为 32.16 中 的 映射, 令 
E,F 3 Y UX 的 不 相交 闭 集 ， 取 XX 的 开 集 ,WW ,使 
ENXCV, F XCW, ClxV NIClxW ~ @#. 
B &'(EUCIxV) Sq k (F UCIxW) 是 Y 的 不 相交 闭 集 , 故 由 Y€ 
,存在 它们 的 不 相交 的 开 邻 域 6,H. C 一 VU(6 一 8B),D 一 
WUCH — B) H 32.16 (1) 都 是 开 集 ,是 ,F # Y UX 的 不 相交 
R. 8 YU X e 4。 
其 次 为 了 证 明 多 = @ 的 情形 ,指出 下 述 引 理 ( 设 X,Y 2, 
使 用 和 上 面相 同 的 记号 ). 
32.18 引 理 32 = (U. € AY 为 X 的 局 部 有 限 开 覆 盖 ， 
则 存在 YUfX 的 局 部 有 限 开 集 族 
% = (V,:a € A], V.f1X = U,, a€ A, 
证 明 W 2 = {05:8 € @), 2Z” = (UY: y € S) 为 和 的 局 
部 有 限 开 覆盖 , 且 各 U, 或 UY 分 别 至 多 和 有 限 个 和 的 元 或 iv 的 
元 相交 ,关于 各 PE 名, 若 令 
Va — kU U (Y — B), 
则 {Vp:8€ 8} 构 成 了 的 开 履 盖 ， 取 星 加 细 多 = (G,:a € T) (BB 
多 * < Vi). 今 若 令 
W,= KAUDU (GRU)) ~ B), V.— UeUKCW,), e€ A, 
则 {V。:a € 4} 即 为 所 求 。 由 32.16 (1) 可 知 PV。 是 YUjyX 的 开 集 ， 
另外 显然 有 enX 一 UV。 由 此 ,说 明 {V。} 的 局 部 有 限 性 即 可 ， 
Bz e YU X. 若 z EX, 则 取 xE U. 6 2z”, 
W = k'(UY)U(@(&3(U7)) — B),T = KWIU U, 
# z€ YU/X — X, HI z € G, € Z%, £ T = G,. 今 指 出 在 各 种 
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情形 ,了 至 多 和 {Fe} 的 有 限 个 元 相交 . 首先 设 z € XX, 而 T Y V, = 
@. #TDV,Cx W| UZ QU, 儿 ,由 人 "的 作法 这 样 的 x 只 有 
有 限 个 ， 阁 存在 某 点 ze TN V。 X, Hj 
y= k?) ELTINA NV,) 
一 WNWCSORAUNN GHAU)). 
于 是 有 
GODNUAU) = @ FG NENUS). 
因 多 是 {Vs:8& 四} 的 星 加 细 , 故 关于 某 F E 少 ,有 
GCVs = ROD U(Y — B). 
于 是 ,有 
KCUDNE UT) = @ RMU NK CU. 
由 2“, 2Z” 的 选 法 ， 满 足 此 式 的 。 至 多 有 限 个 最后, 在 z€ 
YUjX 一 了 的 情形 ， 
车 TNVe= GN V, = 2 则 GN SARCU)) > @, 
于 是 有 多 (GD)NAU6) = @,#* < {V9}, 而 关于 某 BE ,有 
Vs— (UDU(Y — B)OSC(G,). 


故 
KUPUCY 一 3))m CDa) > @, 
BWk23(U)CB 故 U,nU, e @. 满足 此 式 的 也 是 至 多 有 限 个 ， 
于 是 证 明了 引 理 ， 
32.17 IS EM (9) 设 9p- 为 了 U) 和 的 开 柳 盖 ， 取 on 和 一 
IW X: W € % } 的 局 部 有 限 开 加 细 UU = (U,). 由 32.18 存在 
YU X 的 局 部 有 限 开 集 族 一 (V.), YV. X = U。， 各 Vs 可 被 


WY 的 某 元 包 售 , & G= U V.. 因 B 和 Y 一 《6) 是 了 的 互 


不 相交 闭 集 , 故 存在 开 集 吾 使 了 一 41(G)CHCHCY 一 B. 8 
五 是 仿 紧 的 , 故 它 的 种 盖 { 互 站 4 本: 下 《和 人 } 存 在 (在 豆 中 ) 局 部 
有 限 开 加 细 %Y" 一 {V 他 。 这 时 {Vs,KVoNH): VE 9 V. e 27) 
E: Y UX 的 局 部 有 限 开 覆 盖 是 是 的 加 细 , 

3219 定理 W2ET,2 y, ,2, 7, Z. z—. 
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Xe 多 是 ES5( 儿 XNES( 儿 )) 空 间 的 充 要 条 件 是 X 是 4R(2) (AN 
R《 多 )) 空 间 . 

证 明 。 因 多 对 于 闭 集 是 继 系 的, 政 ESC 儿 )《NES( 儿 )) 空 间 显 
然 是 ARCQ) (4NR( 儿 )) 空间 .为 了 证 明 反面 , 2 X € 4R( 儿 ) 
CANR(@) 的 情形 可 完全 同样 证 明 )， 设 YE 2, B 为 Y 的 闭 集 ， 
f: B 一 区 为 连续 的 .首先 考虑 2 — Jy, 2.7, €. , 2 B 
3. 著作 附加 空间 YU X MH 32.17, Y U X € @.INX € 4R( 2) 
是 YUjX 的 团 集 , 故 存在 保 核 收缩 r:Y UX 一 XX 此 时 rk:Y 一 
X (KY 一 了 UiX 是 32.16 的 映射 ) 是 了 的 扩张 . 其 次 是 多 = 
WH ,SAV 的 情形 ,由 32.7,X 可 以 看 做 是 某 Banach 空间 的 辐 集 必 
的 闭 集 . ( 若 XE 2H 则 ZE SZ. .) 因 XE AR(2), 故 存 在 
保 核 收 缩 :ZZ — X, 因 Z 是 局 部 凸 拓扑 线性 空间 , 故 由 32.10, fe 
在 f 的 扩张 ,了 -> Z， 双 即 为 所 求 的 的 扩张 . 

对 于 多 一 ,32.19 一 般 不 成 立 ， 由 32.14 这 是 明显 的 . 


$ 33. 族 正规 空间 和 覆盖 的 延长 


331 例 (Bing) 存在 不 是 族 正规 的 完全 正规 空间 . 设 P 为 
不 可 数 集 ,8 为 P 的 所 有 子 集 的 族 ,为 在 日 定义 的 取 非 负 整 数值 
的 函数 全 体 。 对 于 各 pe P, z € X 定义 为 : 若 q€ O, peg 则 
zp(g) = 1,38 p&q Hl] xx(q) = 0,88 X; = (z+: p€ P). 令 9t 为 8 
的 所 有 有 限 子 集 族 。 在 X 导 人 如 下 的 拓扑 : X 一 X, 的 各 点 是 开 
集 , 对 于 xp6EX,rEegon 一 1 2…… 令 

Vxps r, n) = (ze ziz(q) > n, q € 0;z(q) — z6(q) 为 偶数 ， 

2erj， 
{P(Crps rp):re ooz 一 1 2 为 点 xz 的 邻 域 基 。 

《1) BAL, G 一 1, 2) 的 邻 域 为 VCzxps ro ni) 时 ， 对 于 各 
q € r, (1 ras Ë zə (q) = zə,( Q), RI 

V xp ro m) (Y Vz ra m) 5 @, 
证 明 若 这 样 确定 * ,使 关于 各 g 6 0,x(q) > max(n,, n) E. 
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对 于 各 ge r,Ura z(g) — zs (Q)G = 1,2) 2508880, z Vx,， 
ro m) Vrs,, r2 n). [1 
《2) X 是 完全 正规 的 . 
证 明 ”显然 X 是 T, 的 .为 指出 正规 性 , 设 忆 ,也 为 X 的 不 根 
交 闭 集 . 令 
A; = KHi, gr = {p:xp € A; i = 1,2. 
Ë 4. — @, WJ B, fa X — H, E: H, ÑUH, BJ 83 53. BO 
A. @ = A BD0[, i ra = lo n), 84 
D,= U{V(xs, ro, Dip€ gi}, i= 1,2, 
MD; E: 4; 在 X 的 邻 域 且 D. D, = 多 ,车 令 
VU ~ BU(D, — R), U,= H,U(D, — B), 
册 U,, U, 9 B., H, BS 483 3558, Rk. 对 于 任意 闭 集 态 , 尾 取 
r€ Oo, 若 令 
G,= U[V(zes r. a):xo€ Xo HIU (CH — X, n = 1,2,.°°, 


则 G, HñS3F453R, KH H — ñ G。 口 


s= 
G) X 不 是 族 正 规 的 
证 明 {{xo}:xo € Xo 是 在 X 的 分 散 闭 集 族 。 但 它 的 考点 的 
领域 组 成 的 分 散 族 {F(xeyrpymp):peP] 不 存在 .为 指出 这 一 点 ， 
假设 有 这 种 族 。 因 各 rs 为 有 限 集 ， 故 由 Sanin 命题 25.7 有 了 的 


不 可 数 子 集 Pa SF, be p i rn =) r. 令 Fi 一 人 站， 


Pen, F." 
# r = Z, WJSHESE a, b € P, r, r, = 多 ,而 由 (1) 

Vxos ro n) (| Vxss roy #8) = @., 
于 是 ra = @. 因 ro 是 有 限 集 , 而 整数 集 是 可 数 的 , 故 有 P, 的 不 可 
数 集 P, 和 整数 = 以 及 上 一 0 或 1, 对 于 各 PEP 和 gmn 有 np 一 4， 
z (gq) 一 但 这 时 由 (1) 对 于 任意 a, 6 € P., 

V(ao ro n) NV #5, ro mp) = @, 
这 个 矛盾 指出 C3) 成 立 . 口 

332 定义 集合 x 的 二 子 集 族 {P。:a€ A} 和 {He:a€ 4}, 对 
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于 4 的 任意 有 限 康 os = 1, 0,58 f) F.= 2 R D) = 


名 同时 成 立时 称 为 类 侯 , 记 作 {F。} = (H.). 

本 节 的 主题 是 将 空间 X 的 闭 集 4 的 开 或 闭 覆盖 ， 扩 张 为 4 的 
某 邻 域 的 和 它 类 似 的 覆盖 。 这 根据 Katttow 以 族 正规 空间 为 中 心 
进行 

33.3 定理 (1) WIF,ai= 1.2...) {Ui 二 1,2,.…} 
分 别 为 正规 空间 XX 的 闭 及 升 集 族 ,和 且 关 于 各 i 有 FiCUi 车 {Fi} 
为 局 部 有 限 的 , 则 有 开 集 ; 满足 I 

FCV CB CV, ¿= 1,2,::, 
Bf IF) a= {FV,}. 

GQ) 设 (F. A), {Usa€ AY 分 别 为 二 规 空 间 X 的 闭 及 
开 集 族 , 且 关于 各 ce 4; 有 F<C Us。 # (U, 为 局 部 有 限 的 , 则 存 
在 开 集 V.(F.CV,CU,CU,, a € 4) 使 {Fs} a IP). 

证 明 ”注意 (1) 和 (2) 的 假定 上 有 少许 差异 (在 (1) 假 定 {Fj} 的 
局 部 有 限 性 , 在 C2) 假定 {5。} 的 局 部 有 限 性 ). (2) 可 用 超 限 归 纳 
法 证 明之 ,在 此 证 明 中 若 限 于 有 限 归 纳 法 , 则 得 到 (1) , 故 只 就 (2) 
证 明之 , 将 4 良 序 化 ,把 它 看 做 比 n 小 的 序数 “的 集合 ,对 于 {F。: 
e 之 ,U6:e < 引证 明定 理 ， 设 有 某 个 8 < 和 对 于 各 > << 了 8 有 
开 集 V, W F,CC V C V,CU,, BE 

{Po} (V.:a S< Y; F.:y < a <]. 


若 令 
W = {Vera < B; Pe: an), 
MJ, my {Uo}, 故 是 局 部 有 限 的 ,由 归纳 假设 和 {F。} 是 类 似 的 ， 
在 Y's 的 有 限 个 元 的 交 上 考虑 和 Fs 不 根 交 的 全 体 , 令 H, 为 其 并 
集 。 由 gs 的 局 部 有 限 性 B, HERE F, 不 相交 。 若 取 开 集 
V të 
F,CV |CV,C(X — H) Us, 

MU IV. e < 8;F.:8 < “< 世 引 是 局 部 有 限 的 , 且 和 ( F,) 类 似 , 族 
[P.;a < 外 奸 为 所 求 . 
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334 ”定理 ”对 于 正规 空间 六 ,下 述 性 质 等 价 . 

G) X 是 族 正规 的 . 

(2) # 多 = (F.:a€ À) 为 局 部 有 限 的 闭 集 族 ， 且 其 次 数 
ord 多 - 为 有 限 的 , 则 存在 局 部 有 恨 开 集 族 

ÁU, € A}, F.CU,, s€ A, 

G) 若 4 为 X 的 闭 集 ,{ Fo:o€ A},{U。:a& 4} 分别 为 4 的 局 
部 有 限 的 闭 及 开 覆 盖 ， 使 PR.CUe, we A, 则 存在 X 的 局 部 有 限 开 
集 族 {Fu:wc A}, Ë F.CV. YACU, , z€ A. 

G) 若 4 为 X 的 闭 集 ，{U。:w€ A) 2549598848 RF Ran, 


则 存在 XX 的 局 部 有 限 开 集 族 {V6。:at 4}, 使 4C Fos AnvV.C 


Uae hs VNA YJ) = (PJ) = 10). 

证 明 G)=>G) Wed — s 关于， 使 用 归纳 法 .车 
4 一 1， 则 (2) 显 然 是 正确 的 ， 假设 对 于 所 有 的 aa < m), G) 成 
立 , 设 ord8 = m + 1. YE As 29 ABS Br f 8 IR 38 8 2 Pc A 
从 为 m 十 1 个 元 组 成 的 则 {站 F. e r) 是 X 的 分 数 的 闭 集 


旋 , 因 在 z= 1 时 (2) 成 立 , 故 存在 x 的 局 部 有 限 开 集 效 
(H,:y ETo}, [) F.CH,,y €T, HN F= B ak y, 


“ev 


#& H= U H,, 则 {F。 — H:a € 4} 次 数 为 w, 政 存在 XX 的 局 部 


有 限 开 集 族 { 术 oj ,Fo — HCW.. #& 
U,=w.UÍ UJ B.) ze 
MJ (U,:e € A} 即 为 所 求 . 

(2) = 一 > (3) 对 于 4 = 2,18 E,,H, 分 别 为 不 被 LF. 
U. a 个 元 包含 的 4 的 点 集 , 则 ,Hs 且 和 Es} 为 4 的 开 
覆盖 , {要 ,} 为 闭 覆 盖 . 因 4 为 正规 空间 , 故 由 16.6, 存 在 4 的 星 有 
限 可 数 闭 覆 盖 {B4} 细 分 {Es}。 由 33.3(1) 可 取得 X 的 星 有 限 的 
开 集 列 { 了 村 ，TtD BA 这 一 12 …。 取 开 集 卫 ， 使 4CTC 工 C 


U Fu 再 关于 各 天 到 开 集 G, Ë BACG4CG4CTN T, MJ (G,) 
k=, 
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在 X 中 局 部 有 限 卫星 有 限 ， 关 于 各 对 ,大 的 闭 集 族 {Fe 人 Btswe A) 

是 局 部 有 限 的 且 具 有 有 限 次 数 , 改 由 (27 存 在 的 局 部 有 限 开 集 族 
(H,.:e € AY, Hí. F, (Bi a EA 一 1 2 

关于 各 a€ A.I X8J3F3 W... W.A = U. 


Ve= U Gr, Ga 到 sy 


若 {V。:a€ 4 时 为 所 求 . 
G)=>G) 设 {Fa:ae4] 为 4 的 闭 覆 盖 , 旦 PCDoae4.。 
设 4 为 4 的 所 有 有 限 集 族 ,关于 各 ye ,车 [| U. = 六, 则 取 


Rae (| u. 者 人 人 
r= py { u to)， 


Ye 

则 { Fe} 为 4 的 局 部 有 限 闭 覆盖 ,而 FoCUoae4, 且 1Fo = {Ue}。 

由 3) 可 取 X 的 局 部 有 限 开 集 族 { 丁 使 FPC 本 ec 站 4CDe。 由 33.3 

(2) 可 取 开 集 V,, 使 F.CV.C Y.C, s€ A. EB (P.V= (F.Y, 
从 而 ,有 

{VNAY ~ {Po} ~ {Po} ~ {Vo}. 

(4)= 这 (1) 若 {Fo:a€ 4} 为 分 散 闲 集 族 , 则 {F。} 是 4 一 

Ú Fe 的 局 部 有 限 开 覆盖 , 故 (1) 由 (4) 得 证 ， 


<À 

335 定理 正视 空间 X 是 族 正规 且 可 数 仿 紧 的 充 要 条 件 是 
对 于 X 的 局 部 有 限 的 任意 闭 集 族 {F。:a € 4} 存在 局 部 有 限 开 集 沪 
IV,:e A}, 使 FF, a € A.B (F.) = {Ve}. 

证 明 必要 钼 ”{V。} 的 存在 可 以 用 33.4(2)=>(3) 9 üEBBrh FJ 
样 的 方法 得 到 ， 仅 在 那里 由 可 数 开 覆 盖 {Es} 取 星 有 限 加 细 {B84} 
时 使 用 的 (E,) 的 闭 加 细 [H,) 的 存在 是 由 可 数 仿 紧 福 保证 的 
(16.10)， 由 33.3 (F. 类 似 于 {Fs}。 

充分 性 ”根据 33.4,X 是 旋 正 规 的 ， 若 {F,} 是 X 的 闭 集 列 ， 

FoDPDFa n=1,2,.., f F,= @, 


s=1 
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则 {F} AEREBSIR0S @ SEE 905 BFS] IU, ,使 U,ƏF,, 

4 一 1， 2,"…*， 由 局 部 有 限 性 ,有 门 U, = 2, #ul 16.11, x 
sl 

可 数 仿 紧 的 . . 

族 正规 空间 作为 以 Banach 空间 为 扩张 子 的 空 何 可 髓 与 下 面 
的 特征 , 即 

33.6 定理 {Dowker) XX 是 族 正规 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 
闭 集 4 及 Banach 空间 B, 任意 连续 映射 天 4 一 BB 可 扩张 到 X 
£. 

证 明 必要 性 设 2 为 了 的 距离 .只 要 格 成 下 述 的 连续 映射 
#]z,: X — Bln = 1,2,--.) BU], 

(1) plgsC%), gs)) < 2. re X, n = 2.3... 8, 

(2) plgna), (a) <2" € ds no1, 2 
实际 上 , 因 {g} 是 一 致 收敛 的 ,B 是 完备 的 , 故 由 g(x) = limgs(*) 
《x EX) 确定 的 映射 8 是 f 的 连续 扩张 ， 为 了 移 威 {gs} W 和 。 
G 一 1,2，*…*) 为 8 的 局 部 有 限 开 绑 盖 ,而 其 各 元 的 直径 不 超过 
2". I f! , Ë ABB 38845 1RJF1838 H 33,4(4) 可 取得 X 的 
RW BUOT E ,使 ,站 4 是 7:2 。 的 加 细 ( 可 取得 %, 25 
覆盖 的 事实 ， 由 33.4(4) 得 到 的 族 中 任 取 一 元 翘 加 和 一 4 即 
可 ). 设 8:X 一 互 为 任意 常 值 映 射 ， 设 对 于 各 大 < 委 a — 1(n > 0) 
做 出 多 满足 (1),(2), 做 g 如 下 . + 

gs 一 区 Ag Bos 

(ans 一 {B))， 设 K, 为 Y's, 的 神经 复 形 ， a: X — |Ks|。 为 
正 准 映射。 设 洲 ,= (W), 对 应 于 成 的 KK 的 顶点 写 做 w. 对 
于 不 ,的 各 顶点 w, 若 信介 4 = 2, 则 取 z, € W , 确定 $,(o) 一 
gn-t(xw)) 388 W Y A = 名 , 则 取 awE W YA 确定 #,Go) = Ka,), 
4. 在 各 闭 单 形 上 做 线性 扩张 ， 将 它 仍 表示 为 0,.. 34 b, 是 连续 
的 . 令 tr 一 gd。 说明 {gi:i 一 1，…,n} 满足 (1)，(2) 邯 可 。 
为 了 指出 (1), 令 xEX,xEW € W,,n > 1, 因 % ,< gzz,2/,, 
故 关于 任意 的 ye 所 ,有 
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e(g,-—1(z),g,-+ G) < 2", 
令 WW 站 4 去 他 。 由 归纳 法 假设 
plgniaw)sf Cap)) < 2H, 
B ZG) 一 人 a), a, € W YA, 
e(g,—(), palw)) < 2 >t, 
BW nA 一 名, 则 Zskw) = g.-.u(z.), k 
p(g,-i(6), Pow)) 一 2。 
故 不 沦 任何 情形 ,有 
e(ga-i(2), pulw)) 2 z € W 
成 立 ， 若 :为 * 的 支 集 , 则 (x) € ||, B ó, 5881 | 85 Ts k A. 
Br-t(*) 的 2 "二 邻 域 中 , 故 有 
pfgn-i(zJ，dodaCz)) = e(g, (8), g,G0) 一 2 
为 了 指出 (2), 令 ze 4， 若 取 x EW eo, W(zlUla CW nA, 
# 
e(G), faw)) < 2", 
故 
e (G), #,G6)) 到 2 
$= 38 x 053 z BJ & RRB À FO) 的 2 邻 域 , 故 
e, zT (2) < 2°", 
充分 性 ” 设 4 为 集 含 , 将 它 看 做 是 具有 离散 拓扑 的 空间 车 
令 BC4) = C*(A, R), MU B(A) 为 Banach 空间 (参考 9.6)， 把 
zeE4 和 BC4) 的 点 zeCxe(8) = 0,80 = c, 8 € A ,z,Ço) 一 1) 同样 
看 待 ， 看 做 AC B(A). W {Fe:ate AY 为 X 的 分 散 的 闭 集 族 , 则 
4 一 UF 是 Xx 的 闭 集 ， 兹 由 /(F.) =a, c€ A, 确定 :4 一 


B(A). #] X — B(A) 为 1 的 扩张 , 则 
{CSCe, 1/22);a € AY 
JE X89583 B 3 o € 4: 有 
FC (SC, 1/2)). 
故 X 是 族 正规 的 , LJ 
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到 现在 为 止 考虑 了 把 闭 子 空间 4 的 局 部 有 限 闭 覆盖 (F.) 扩 
张 为 开 集 族 {0。}(F。CU。) 的 问题 。 其 次 考虑 将 {F。} 扩 张 为 4 的 
某 邻 域 了 的 闭 覆 盖 {H。} 且 满足 HH 站 4 = Fe 的 问题 、 先 从 例子 开 
始 . 

33.7 例 设 4 为 了 的 不 可 数 积 的 某 平行 体 空间 , X = 1 X 
4. 20. 0. 分 别 为 1, 4 的 0 点 , 令 

一 了 了 X [0.), F,= {0} X A, F = FUF,, 

不 存在 X 的 闭 集 Hi, 使 HiNF — F, i = 1,2, B H.U H,JE F BS 
邻 域 ， 实 际 上 ,着 H.H, 满足 上 述 条 件 , 则 各 点 z € F,— (0)(0 = 
0 x 0) 具有 闭 包 和 XX 一 E, 不 相交 的 邻 域 , 故 

Cla-m(X— H) (F, — 0) = @. : 
3B—JyE X — H, F, — (0F#EX — 0854838, 32.14 (2) 有 

Clx-e@(X — H2Ə0(F, — (0)) z 2, 
这 是 矛盾 . 注意 X 一 {0} 不 是 正规 的 . 

33.8 SUR 若 发 为 继承 的 正规 空间 ,4CX,{Rz 一 1 
他 为 4 的 闭 材 盖 ， 则 存在 4 的 邻 域 S 及 其 闭 覆 盖 

二 4 一 
使 {Fi) = {Hi}。 

证 明 考虑 4 为 闭 集 的 情形 即 可 ,实际 上 , 设 了 为 {1,*…,} 

的 子 集 (yE n F; 一 多 的 金 体 ,关于 各 Y eT, 令 


B,= [Y F, XX— U B,, 4' = ANX’, 


ier rer 
则 xX’ 是 4 的 开 邻 域 ,4 是 X 的 闭 集 且 {FX 是 4 的 闭 权 
PTI F.L. SET X'，4', {FifnX 人 ,车 作 出 满足 引 再 条 件 
者 , 即 为 所 求 ， 于 是 可 设 4 为 闭 集 。 关于 ord{ F,} 使 用 归纳 法 ， 设 
ord{ Bi < 时 引 理 成 立 ，ord{ F.) = n, i 33.3 存在 XX 的 开 集 族 
{7 使 VDFisi = 1, 和 且 {P,} 心 {Fi 设 { 1 


n) 为 {1…, 旭 的 子 集 fs si 且 便 站 Pi 天 2 的 所 有 六。 
令 
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F@O- fn c= Ü FGƏ, 


则 {Fi 一 G:7 一 1， 人 是 继承 的 正规 空间 又 一 G 的 闭 案 4 一 
G 的 闭 履 盖 , 其 次 数 < "。 改 存在 4 — G # X — G BHI 453 s 
及 其 闭 覆 盖 {Hi:i 1... K], iË 

{Hl ~ (F, — G) B E,n(d4 — 6) = F, — G,H#CV;, 


i 二 1 
设 
m= (NP)-s, t= 1," m 
令 
m =(U BUH i= 1 J b S= Ü H, 
em i=1 
则 


S= UJ(N P) Us, 
fs 
敬 5 是 4 的 闭 邻 域 且 {H;} 是 它 的 闭 履 盖 . XIN B, 4 — FG), 
故 


mna = (ENAU(Y an4) 
~ G, OU(U FG), 


= (F, — OUCFNG) = F;, 

I H,CV,, WK (H, = (V,) = {Fi}. 

339 定理 设 X 为 继承 的 正规 且 仿 紧 空 间 ，、4 为 其 闭 集 。 

3 [F.:e € A) 为 4 的 局 部 有 限 闭 履 盖 , 则 有 4 的 闭 邻 域 S 及 其 局 

部 有 限 闭 覆盖 [及 :a € A} 使 HN A = Face4, 且 {Poj = (H.). 

证 明 取 X 的 局 部 有 限 开 集 族 {V。:m€ A} 使 FCV。, a € A, 

ÁV.Y= (F.Y (33.5). HL {F。} 是 局 部 有 限 的 , 故 X 有 局 部 有 限 的 
开 集 族 {U,:x eT} 满足 下 列 条 件 : 


4C UJ Us UNA #2, rET, 
w. 


< 159. 


各 U, 仅 和 { F。} 的 有 限 个 元 相交 5. 是 继承 的 正规 且 { 寺 -有 Fe: 
aE A} 是 .个 4 的 有 限 闭 履 盖 ， 逆 由 33.8 关 于 各 x ET 了， 存在 
U,nA 在 元 的 闭 邻 域 5 及 其 有 限 闭 覆 盖 

{Sa€ AY. SSNA= TNF a € A, SY (U. F.) 
* u,= UJ s; 则 


HN A = Fo, HeCY,, e€ A, 
B(IH.Y == IF.). # S= U Bo， 说 明 S 是 4 的 邻 域 即 可 令 


=á 


e€ A. 若 取 a € U, W|S. E D.A fE U, 的 分 域 , 故 奔 在 4 在 X 
的 开 邻 域 WCS, nu... W Fali = 1，……*， n) 为 名。 的 {Fo} 的 所 
有 元 , 若 令 


sn 
则 a 的 邻 域 0U 被 5 包含 . 


$34. AR(2) 度量 空间 


341 定义 设 X 为 空间 ,4 为 其 子 集 . W X* 为 和 具有 相 
同 点 的 集合 且 具 有 下 述 拓扑 : 

关于 X 的 性 意 开 集 U,X 一 4 的 任意 子 集 玉 ,具有 形 如 UUK 

的 X* 的 集合 构成 X* 的 基 . 
X* 称 为 由 义 ,4 确定 的 Hanner tz. 入 等 映射 X*— X 是 连续 
的 . 车 令 = "4, MJ;| At ERS, FE 4* 和 4 同样 看 
待 . 注意 4 在 X* HI. 

在 本 节 中 ， 关 于 空间 族 乡 ,使 用 32.15 的 记号 . Be y y 
表示 完全 正规 且 族 正规 空间 族 , 

342 引 理 若 XEM,4CX, 则 由 X,4 确定 的 Hanner 化 
X* 是 仿 紧 了: 的. 

证 明 JR X* 的 开 覆盖 一 To:ae 4}， 说 明 存 在 2 的 A 
nami af. 没 
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Vo U,UK,, e€ A, 
U, 为 X 的 开 集 ,而 
K,GX— A, z€ A 
(34.)). 8 H — UJ UV 为 度量 空间 , @ 28933 (U) 具有 人 
= 


加 细 IW ig er). 这 时 Wsl8 e T) 入 一 日 的 各 点 组 成 的 集 族 
是 X* 的 开 覆 盖 且 显然 是 Y 的 和 加 细 . 

343 定理 AR(.&)(ANR(J@ )) 空间 恒 为 AR(22 YS 
+) (ANR(2. r. YD) 空间 . 

证 明 对 4NR 的 情形 给 与 证 明 . 设 Y € ANR(). 由 
32.19 说 明 Y € NES(Zy% r) BIS. k X e @. yp V. A 2) 
的 闭 集 ,f:4 一 了 为 连续 映射 . 由 32.7 可 以 把 了 嵌入 Banach 28 
BLB. fF 3k; x — B 存在 (33.6)， 因 XX 是 完全 正规 的 , 故 可 
取 


¿e CX, D, A — 10), 
令 
E— BXI—(B—Y)X (0, 
由 
gG) 一 (Fx) ,M2)), x ER . 
定义 g:X 一 EE. 若 将 Y x {0}CE 和 Y 同 祥 看 待 , 则 g14 — f. 
因 Y 是 E 的 闭 集 且 Y € ANR(.H)， 故 存在 Y 在 8 的 邻 域 放 和 保 
核 收 纪 W — Y. & U = gW), H] A = rg 定义 h:U 一 Y， 
MJ à 8 f 85338. 
344 定理 2 Y € AR(@)(ANR(C@)). 此 时 
(1) Y€ 4R(@.X(ANR(% Y) <> Y 是 绝对 Gs 的 . 
C2) Y€ A4R(2@./XX4ANR(@2JJr)) <> Y 是 可 分 的 . 
(3) Y e€ AR(A) (4NR(.A))<>Y 了 是 可 分 有 绝对 G4 的 . 
证 明 只 就 4NR 的 情形 证 明之 。[(1) 一 >] 设 Y€ ANR 
( 儿 . 信 ) 为 度量 空间 对 的 子 空 间 ， 指 出 了 在 对 是 Gs 集 即 可 (28.2， 
28.5). W M* 为 由 M ,Y 确定 的 Hanner 化 ，i:M* 一 M 为 昼 等 
+ 201. 


映射 ， 则 M* 是 族 正规 的 (34.2)， 而 Y 是 其 闭 集 。 因 Y e ANR 
(@. 人 了 ), 改 存在 Y 在 M* 的 邻 域 U 和 保 核 收缩 :DU 一 Y. Wo 
对 的 上 距离 ,由 

ÀG) = o(r(z), G), z€ U 
定义 4€ C(U, R). 则 因 Y — 200), &Y#UE Ge %. 于 


是 存在 U 的 开 保 WC 一 1,2,…) 使 Y 一 门 Wi, ti M* 的 拓 外 
j=1 


的 定义 , 关于 各 了 有 型 的 开 集 V, 和 Ki;CM 一 了 使 W; 一 V,UK;. 
这 时 ,有 


Y= n Wi n {ViUKi) 一 n Vi. 
故 Y 是 M 的 G, 3. 

[(1) < 一 ] 设 Y 是 绝对 G, 的， 设 Xe @# y, AZE, 
f:4 一 Y 为 连续 映射 。 必须 指 册 了 可 扩张 到 4 的 某 邻 域 上 。 类 
似 于 34.3 给 与 证 明 . UE B X) Y É Banach 28 B] 7: X — B 2 f É9 
扩张 (33.6). 因 Y 在 B 是 G; 的 ， 故 存在 B 的 开 集 W,, n = 1, 


2, E [| w.,= Y. 取 44E C(X, D të 1,(4) = 0, jn( 和 一 
AW) = 1, 令 
4~ >; a 
则 4Cx-Ko). H 
gG) = QG), G), z€ X 

定义 gz X>BXI—(B—Y)x {0}. 于 是 上 述 证 明和 34.3 
完全 同样 地 进行 . ， 

(2) 设 Y€ ANR(Z./) 且 Y 不 是 让 分 的 . 设 了 为 了 的 离 - 
散 集 合 县 |P] > 区。 由 33.1, 存 在 非 族 正规 的 完全 正规 空间 X 及 
其 离散 闭 集 X, të |X,| = P|. 设 f:X。 一 了 为 一 一 到 上 的 映射 . 
了 可 扩张 为 站 入 一 了 ， 这 就 是 说 X。 的 各 点 可 用 分 散 邻 域 分 离 , 和 
33-1 相反 . 反之, 设 Y 为 可 分 的 , 则 Y 可 嵌 人 Hilbert 基本 立方 体 
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12G12.14). 由 Urysohn 定理 Je € ES(.4r). TE E3SSUEBII 34.3 
是 完全 辐 样 的 , 仅 需 将 Banach 空间 换 为 PP, 

(3) 车 YE ANRC.A), 则 由 (2)Y 是 可 分 的 . 3523818 YC re, 
则 在 [C1) = ] 的 证 明 中 ，, 仅 需 将 B 换 为 1 完全 同样 地 可 指出 Y 
是 1 的 Gs 集 , 反之， 若 了 是 可 分 的 且 绝 对 Ge 的 , 则 若 将 吾 换 为 
玉 , 用 和 [(1) <= ] 同 样 的 方法 可 指出 Ye ANR(/), 

34.5 定理 (1) 4R(A) 空间 7 是 ARCZ) 空间 的 充 要 
条 件 是 是 紧 的 ， ” 

G) ANRLAHV) 空间 Y 是 4NR(.) 空间 的 充 要 条 件 是 Y 
是 可 分 且 局 部 紧 的 ， 

证 明 ”只 证 明 (2).。《1) 用 几乎 局 样 的 方法 容易 证 明 . 

充分 性 ” 设 Y 了 为 可 分 且 局 部 紧 的 。 设 为 以 Y 为 闭 售 包含 的 
完全 正则 空间 . 将 媒人 某 平行 体 空间 了 .说 明 存 在 Y # T BD 35 
FU Ra r; U 一 Y 即 可 ,实际 上 ,是 因为 IUNnX:UNX 
一 了 是 保 核 收缩 . 首先 设 Y 是 紧 的 ， 由 34.4(3),Y € ANR(/) 
T T € .NY, 故 Y 是 了 的 邻 域 收缩 核 。 其 次 设 Y 不 是 紧 的 .设立 为 
Y 在 TT 的 闭 包 . 令 eY 为 了 的 Alexandroff 紧 化 .cY 是 完全 可 分 
的 , 故 为 紧 度 量 空间 ， 看 做 YC re, Y 为 了 的 紧 化 , H Y 是 最 
小 的 紧 化 ， 故 存在 射影 .了 一 ceY， $£ y = (Y Y). BH 
I?EESCN), 故 f 可 扩张 为 1:T — 1. Y E: T° 一 {yo} 的 闭 集 而 
Y € ANR(A ), 故 存在 Y 在 1° 一 {yo} 的 邻 域 也 和 保 核 收缩 + :WV 一 
Y. DD 一 站 KW) 是 Y 在 T 的 部 域 . 这 时 U — Y 是 保 核 收 缩 . 

必要 性 ` 将 Y 谨 人 1*， 设 了 为 了 的 不 可 数 积 的 某 平行 体 空 
闻 . 令 o。 为 所 有 坐标 是 0 的 了 的 点 ， 若 令 

E = (Y x {oDU(® x (T — (oD); 

出 已 是 以 YX{o] 为 闭 集 含有 的 完全 正则 空间 . 因 Ye 4NR( Z), 
故 存在 Y x (o) 在 五 的 邻 域 了 和 保 核 收 缩 +:V 一 Y x {o}. 令 
不 是 局 部 紧 的 . 在 Y 存在 点 me Y 使 它 的 任意 邻 域 不 是 紧 的 ， 
f y| #E 1“ BUH SSER H É: o #E T BJ 5850 W, ËË Go o) € (H Xx W) 
ñnEcV. HY 不 是 紧 的 . 因 玉 是 紧 的 , 政 存 在 点 p e Hf 人 NY — Y. 
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使 {pg} x (W 一 和 oCV. 今 指出 这 个 点 ?的 存在 导出 矛盾 ， 设 
P 为 1" 的 了 距离 ,对 于 # > 0, 令 
Um {y€ Y:p(p, y) < 1/n). 


国 p&Y, 故 (Y u,— 25， 着 取 ps EUV。， 则 {po 收 做 于 p， 令 


v. 一 (UX (oD). El (e, o) eV,, 故 在 有。o 803858 W, Ë 
{pa} x W,CV,. T IBJASPISOR, W.W. 一 1,2,……) 是 
。 在 7 的 邻 域 , 故 有 工 的 某 举 标 空间 1, 使 得 车. 六 为 2 坐标 以 外 
的 坐标 是 0 的 并 的 子 集 (有 T. 一 1, x ][ t) 的 形式 ); 则 Tc 
= ` Pr 
wn((Yw.) (参考 32.14(2) 的 证 明 )，, 于 是 有 
{p} x G,— {oDcv B +G) x 1Dc VICU, x (o). 

# m 2 n,M| U,CU,, #& rG((p,) x 了)CUs x (o). 因 


(P) x TCU {pm} x 2, 


故 
r({pj x Q, — (oD) CoyuU, x (o), 


即 ñ ChU, = 多 .但 ChU,CU, ,, iks [Y U, x (oy 一 @38 
zl a 


K. 口 

在 本 节 的 最 后 , 介绍 有 广泛 应 用 的 下 述 定理 。 称 之 为 同 伦 扩 

34.6 定理 (Borak) 设 多 为 对 于 闭 集 继承 的 空间 族 , X 为 
正规 空间 ,使 XX re @, 而 4 为 X 的 闭 集 ， 令 YENES( 久 )， 
日 :4 X 1— Y 为 连续 映射 这 时 , 着 映 射 一 H|A x {0} 具有 
F381 X x {0} 一 YY, 则 存在 下 的 扩张 自 :X x 1 >Y, 使 全 [Xx 
(y 一 了 

证 明 由 

H.|X x (0) =?, HIAxI=H 

ESC Hi: X X 10)UAXI—Y. l XX (0UAXI E Xx 1 
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的 闭 集 而 属于 乡 ,于 是 存在 XX {0}U4 X 1 E X X7 的 开 邻 域 
到 和 也 的 扩张 丁 :W — Y, 取 4 在 X 的 开 令 域 0, 使 VX [CW， 
X 是 正规 的 , 故 存 在 

¿e C(X, D), MA)— 0, MX—U) = 1, 


由 
HCx, ) = Hxst GD), G, 6 X X I, 
确定 育 :X x 1 一 Y, 则 六 是 所 求 的 及 的 扩张 . 
#23 y ,P2 1.7... 7 sS Z 之 一 的 总 , 则 在 34.6 
将 Y 换 为 4NR( 多 ) 亦 可 (32.19)， 当 34.6 成 立时 , 称 为 Y 对 于 XX 
RS ape. 


5835. 复 形 和 扩张 子 


35.1 定理 具有 弱 拓 扑 的 单纯 复 形 是 NES(.N) 空间 。 ， 
各 闭 单 形 是 ES(.) 空间 ， 当然 是 NESC) 空间 . 于 是 
35.1 是 下 述 定理 的 结果 
35.2 定理 《Kodarma) 设 空间 X 关 于 它 的 闭 覆 盖 {F。:a€ A) 
共有 Whichaad 琵 拓 扑 ， 关 于 {Po} 的 任意 有 限 个 Fi 一 1， 
n, 门 Pu ENESCA), 则 XENESCA). 


i=1 


从 下 述 引 理 的 证 明 开始 . 

353 SIB 设 乡 为 继承 的 正规 空间 族 , 使 得 对 于 各 Ye 2, 
任意 BCY 也 属于 马 ， 设 14 一 1 …， 对 为 和 的 闭 覆 盖 ， 且 
对 于 各 Goo YC11, k 8 


ñ Aá € NES(2), 
i=1 
令 Y& 儿 ,为 Y 的 闭 集 ,f:B — X 为 连续 映射 . 设 (Y, = 1, 
*' k 25 Y ISR. EX Fi 一 1,… ,有 
KY n B)CA;. 
AES, B AS TSER S E f 到 5S 的 扩张 ?存在 ,使 


* 205. 


XSnYDc4 i= 1-5 k. 
证 明 “可 先 假定 (Y) = (Y. B). Sb8 k (Y, BY 是 正规 
2 YURA, # Y, B BJ 3838 H; #e#E, 使 {Hi} = (y, ñ 
B). 因 Ú HH 是 8 的 闭 邻 域 , 故 将 了 换 为 Uy H,,Y; Bos B n y, 


z 
证 明 引 理 即 可 "， 关于 ord{Y; 一 B] 用 归纳 法 给 与 证 明 令 
ordíY, — B) < 1. 8 
Ky, B)C4A,, A € NES(2), 
#k |Y nB: Y B — A, 具有 到 YinB # Y; BJ 33 H, BJ 3k 
3 
区 & s= Hi, 若 ?.:5 一 X 由 了 |H; = kh, BB = f E 3 , 则 得 


i 


到 所 求 的 扩张 . 当 ord{Y; 一 B) <s 时 ,假设 引 理 成 立 ， 考 法 
ord{Y, 一 B) 二 的 情形 ， 在 {1,… k) 中 的 子 集 G. 5is} 使 


f Cy, 一 B) * gg 的 听 有 族 设 为 losr 一 1，…,p}， 令 FG) = 


i=1 


门 Y， 则 {FCs) 一 Bu = 1,…, p} 是 不 相交 族 . 因 


fFG)nB)C NN 4,, (|a, e NESCQ), 
故 在 PF(s), FGONB ina B N 
HFG)ñnB8:FG)0B— n 4 
到 后 的 扩张 在 在 , 52 : 
Y=Y— Ú (FG) — Hi), 
则 Y' 是 8 在 Y 的 邻 域 . 令 
“(Us, 


1) (E, Y Y78223 UHi; 的 覆 算 ,对 下 面 的 证 明 , 作 适当 的 修改 ,实际 上 , 记 以 证 明 
一 个 类 似 的 引 理 《35.3)'， 仓 条 件 改 为 :“{Y 让 是 的 泌 窗 益 ”. 作为 推论 * 引 悍 
35.3 也 自然 成 立 ， 一 一 校 者 注 
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由 
zg|B =], z|H,=f, 

EXC g:B'— X. Y'€e 0, B' 是 了 的 闭 案 ,而 且 { Y 一 1, 
…， 负 是 了 的 闭 禾 盖 , 且 关于 各 总 g(Y. YUCA Ry. B 
ord{ Yi Y' 一 B') < n. 由 归纳 法 假设 ， 在 Y 中 有 B' 的 闭 邻 域 
5 及 有 8 到 的 扩张 8 关于 各 i 使 斌 YN Yi)CAi。， 车 取 B 在 Y 
的 闭 邻 域 5 被 5' 包含 者 , 则 5 和 &|5 满足 引 理 的 条 件 , 口 

35.2 的 征明 ” 设 Y 为 度量 空间 ,4 为 其 闭 集 ,f; 4 — XX 为 连续 
映射 ,必须 指出 了 可 扩张 到 4 的 某 邻 域 上 .， 将 4 良 序 亿 , 可 以 看 
做 比 序数 ? 小 的 所 有 序数 “的 集合 . 令 A, = F'(F,), a < 1, I 
B, 一 4 一 站 4 首先 指出 下 述 事 实 ， 


Dem 
GQ) {Bc:a < 中 是 4 的 局 部 有 限 闲 覆盖. 
指出 局 部 有 限 性 即 可 .对 于 某 个 < 假定 关于 各 6 < r, 
[B.:a < 6} 是 局 部 有 限 的 。 车 指出 (B.:a < r) 的 局 部 有 限 性 ， 
则 由 归纳 法 ,(1) 被 证 明 . 因 
{Bea < tr}U{B} = {Beto < r), 
故 说 明 { Be:a < T+} 的 局 部 有 限 性 即 可 . 
U5) 
x 


U s= U 4.= (l 


er ac<r 


是 闭 集 , 敢 说 明 在 各 点 pe UJ B。 的 {Bu:c < 中 的 局 部 有 限 性 即 
可 .假设 pe【 人 Be 的 各 邻 域 和 { Bo:a < z} 的 无 限 个 元 相交 取 


“<= 


PE Bs 的 最 小 的 < r. 因 U B。 是 闭 集 , 故 存 在 收 俩 于 ”的 点 列 
llap € B 8 < <a < r, k= 2 


Bar = As 一 思科 


页 关于 各 k, BIRI Sk F pz 的 点 列 


{pj 1.2... like A — Ú 4.. 
“<a 


关于 各 不 选 关 可 使 (2B:k= 1.2... 收缴 于 p, 因 IG) € Fo, 
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Kee) € Fi 一 【Fs 故 f(e) ,jp 六) 全 不 相同 . 令 


= 
F= Ú Feo B ~ UC090):k:1,.2, ob, 
关于 各 因 
FuNn Bc f(E, 


i=: 


故 由 Whitehead 弱 拓 扑 的 定义 ,是 己 的 闭 染 ,从 而 是 和 的 闭 集 . 
但 由 f 的 连续 性 必须 有 jp) e B = B. B fCp) 总 B, 故 发 生 矛盾 . 
由 此 (了 ) 成 立 . 

为 了 完成 证 明 , 取 4 的 闭 邻 域 5, 使 其 闭 履 盖 {5.:a < 9 满足 
$, A 一 B,, Fü (S, < LB.) (由 33.9 这 是 可 能 的 )。 存在 $5 的 
局 部 有 限 开 发 盖 {7-}， 使 各 V. 和 {5。} 至 多 仅 有 有 限 个 元 相交， 
大 V4) 被 {Fs} 的 有 限 个 的 和 包含 , 获 应 用 35.3, 在 Vs 中. 几 4 
的 邻 域 M-, 可 以 做 出 到 MM: 的 有 iF.N\4 的 扩张 上 ,使 

f(SNM CP,, =€ A. 
而 且 若 率先 将 { 玉 -} 良 序 化 , 则 反复 应 用 35.3 ;可 以 构成 17.) , 对 性 
Es, =, E 


FIMN M. fel MN Me 
成 立 . 令 M — U M., 车 根据 关 M — J. SE X J.M — x, Wi 


?是 的 扩张 和 33.9 同样 可 以 证 明 . 对 是 4 的 邻 域 。 口 

354 定义 空间 X 的 重 等 映射 1x:X X30283 z; 
X — X (g(X) 为 一 点 ) 是 同 伦 时 称 区 为 可 缩 的 《contractible)， 

例如 , 赋 范 空间 及 Banach 空间 的 凸 集 全 是 可 缩 的 . 实际 上 ， 
设 X 为 赋 范 空间 的 巧 集 , x。€E X, # H:X x 1 一 定义 为 

(xz ) = (1 — t)x + sz 

则 互 是 连结 1x 和 常 值 映射 z, gG) 一 ,的 同 伦 。 于 是, 闭 或 闲 单 
形 ，Euclid 空间 ，Hilbert 空间 等 是 可 缩 的 . 

35.5 命题 %$ 2. J Y.,2 f. y .2,Z ,S IR 
之 一 . 仿 紧 六 BX ET 4R( 多 ) 的 充 要 条 件 是 X € ANR(Q) 
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B X: 2] 8809. 

证 明 必要 性 Xe 2 i XX 162. 设 4=X x1{0} 

UX x (1,63 2 h: A — X 2: 

A(z,0)= z, x€ X, (Xx (1) = 1 8, 
则 由 32.19X 是 ES(2), fE 2 93 H;X X 1— X. TX 
是 可 缩 的 . 

充分 性 ” 设 X 为 可 缩 的 4NRC( 多 )。 证 明 X 是 ES( 多 ) 即 可 。 
存在 同 伦 H:XX1 一 XX,H(x,0) 一 +,x《X,HCXX{1)) — 1 8. 
* Y€ 2,B 为 Y 的 闲 集 ,f:8 一 Xx 为 连续 映射 因 X e NEs( 2), 
故 f 具 有 到 8 的 邻 域 U 的 扩张 J。 设 i€E CCY, 站 为 XB)=0， 
人 MX --U) 一 1 者 ,车 由 

gG) = HQG), 16), y€ Y, 
确定 g:Y 了 一 X, 则 & 为 1 的 扩张 . 

35.6 EX 设 K 为 复 形 。 当 KK 的 任意 有 限 个 顶点 都 能 张 成 
为 的 音 形 时 , 称 K 为 满 复 形 . 

仅 由 1 个 单 形 和 它 的 边 单 形 组 成 的 复 形 是 满 的 、 任 意 的 复 形 
天 是 某 满 复 形 六 的 子 复 形 、 实际 上 , 设 人 为 K 的 顶点 集 , 以 同一 
集合 为 顶点 集 的 复 形 全 车 为 由 下 的 所 有 的 有 限 集 张 成 为 它 的 
单 形 确定 的 , 则 六 是 满 复 形 且 含有 天 、 

35.7 定理 若 天 为 满 复 形 , 则 IK|, € ES(@), |K| £ 
ARG). 

证 明 [K| W ARE a H8B BH 35.1 是 NES( Z). 35.5 ËJ 
充分 性 的 证 明 指出 可 缩 的 NESC f) 空间 是 ESC Z) 空间 ， 故 
IK|w 6 ESC f). Rk, 为 了 指出 |K| € ARCAV), W V = (ç) 
为 的 顶点 集 . 设 BCV) 为 C*《V) 的 元 z， 使 (2) <o 8 


所 有 的 集合 ， 若 确定 :+e BCV) 的 范 数 为 N= ZX) WBCV) 


为 Banach 空间 ， 关 于 各 z€ |KK|, 设 fx) 为 由 
jsDJ(z) = z(v), e€ V 
确定 的 BCV) 的 点 , 则 映射 :|K| 一 BCPF) E SEERJ. 于 是 f E 
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谨 入 ,而 K 是 满 复 形 ， 故 共 [K|) 是 B(V) 的 凸 集 ， 于 是 由 32.10 
有 |K|lEAR(A). 
358 ”定理 性 意 的 复 形 |K| 是 ANRCZ) 空间 . 
证 明 因 玫 被 某 满 复 形 工 包含 。 故 由 35.7， 证 明 下 述 事实 即 


可 . 

G) 若 K 为 工 的 子 复 形 , 则 |K| 为 |L| 的 邻 域 收缩 核 。 

如 有 必要 ,可 净 尺 ,LL 用 它 的 重心 加 细 置 换 (31.12), 故 可 假定 
# L Ë9 8 600 & Tia tE K rh, WE E K. ËL le) 为 K 的 顶点 集 ， 
由 

z(a) = 21=z(Ge), z€ |L| 


确定 =:| 工 | — Kx(y) 是 * 的 重心 坐标 ). 35 z,y e |L |, 
[x — | < Bz) 一 Ko < aG y), 


= 
故 = 为 违 续 的 (2 为 | 工 | 的 距离 )， 令 
U = (z€ |L] :z(z) > 0}, 
由 
r(x) Cv) 一 z(2)/rCs) ，pERR:rCe)(z) = 0, v EK 

确定 r:U 一 | 站 | ， 关 于 各 wx 一 rx)(v) 是 连续 的 , 故 由 31.8, 7 
是 连续 的 . 32 z€ |K|, 则 zx) = 1, 获 rlx) 一 *。 由 此 ”是 保 核 
收编 的 . 口 

359 定理 |K| 是 绝对 Gs 的 充 要 条 件 是 开 不 含有 满 无 限 子 
EE. 

证 明 ”必要 性 ” 设 天 含有 满 无 限 子 复 形 工 且 | 天 是 绝对 Gr 
的 . 设 [K| 的 完备 距离 为 4。 取 工 的 单 形 列 5， sao (= 1, 
2，…, 人选 点 列 xi€ |sl| 一 ||, të 


drs wt) < ds |R| — SG), i 1.2," 


Els Clšsa l #3X5fJ39838 2648. H 
xa € |a |C |K| —St(a), 


故 
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d(z; za a) < 3 d(z-o s) i 2.3... 


于 是 {x} 是 Canchy 列 . SS n 


5 为 * 的 支 集 ， 因 


dz z) < > d(zozia) < r Sa xa) 


= 


<+ dx, |K| 一 sQ, 


#kz € Ssi). 于 : 
充分 性 设 


是 5 必须 是 :的 边 单 形 .这 显然 是 矛盾 . 
| 不 是 绝对 G, 的。 由 28.2, 28.5 有 含 |K| 的 度 


量 空间 X ,|K1 在 坟 
令 
U,= {x € X:o(z, |s| 一 


其 中 不 是 Gs 的 。 


设 p 为 和 的 距离 .对 于 各 756 天 


BID < e(z, [KT — Sts))}, 


MW] 一 | 着 CU,. 由 定义 显然 车 Pen Se = 名 ,s,s € K.N — É 


+， 对 于 各 s ER， 令 
Vi= {rE€U,:plz, | 一 


8 V,= U 到 V7 是 IK| 在 X 


sk 


存在 点 me 六 V, — |8l. 


i=1 


关于 各 sEK, |: 
lD) > 0， 于 是 关于 充分 大 的 六 有 z, & Vi. 
A+ Vr €. É& x € U, 的 无 限 列 


Di 1,2,.……, 
的 开 邻 域 ， 因 | 天 | 不 是 G6; 的 , 故 


是 紧 的 ， 故 (yo 
z€ [Y Voz 8 3E 


车 取 此 列 的 相 异 元 


由 
{0} 存在、 


UU, U, nU, > @ K 3 ss 成 立 、 于 是 5} 及 它 


的 过 并 全 体 的 放风 的 天 


35.10 定理 设 K 为 复 形 
O) 
e 
《3) 
Oo 


G) 


IK] EANRCD NE f). 
IK| € ANR(@ í) <> K 不 合 满 无 
IK| € ANR(@./) > K 是 可 数 复 形 . 

IK| EANR(.N) PK 是 可 数 复 形 且 不 合 满 无 限 子 复 


IKI| € ANR(Z7) <> K 是 可 


员 子 复 形 . 


展 子 复 形 ， 


[ 数 且 局 部 有 限 复 形 . 


这 是 35.8,34.3,34,4,34.5 ,35.9，6.C 的 结果 . 


a21le 


3541 问题 具有 弱 拓 扑 的 复 形 K|, 是 不 是 ANRI 

=) 在 此 @@ s 是 完全 正规 仿 紧 空间 族 ， 
3⁄4 题 

6.4 Ë x SRE] TIBS x B| x 的 等 距 映 射 是 到 上 的 欢 碳 。 

提示 “关于 等 距 且 射 /:X-Xs 若 有 zeE 芝 一 (X), RJ 0) GC), 
…} 是 分 散 集 合 ， 

5.8 连续 映射 :XY ,存在 连续 映射 8:Y 一 Xs 使 8f~tx H jg~ly H, 
称 /为 同 从 局 值 。 当 同 伦 同 值 / 存在 时 ，x 和 了 区 为 具有 相同 的 同 伦 型 ， 关 
于 任 家 的 复 形 k ARIES: |K|w 一 |K| 是 同 伦 同 伪 的 .。 

提示 设 |X| 的 单 形 |s| 的 重心 为 6， 取 2 次 重心 加 组 dK， 在 各 必 ， 
z€ KK, 关 于 sdK 的 星 型 集 写 做 St(2,), G9zBR|K | OHN 38 你 (7:s € K) QE 
意 此 禾 盖 是 局 部 有 限 的 ), 构 成 :|K}>| Kw | 使 SG) C ls, liso 
i Lx, 

6.C 下 述 生 一 条件 均 尾 i Kw 一 |X| 是 同 中 的 充 要 条 件 .。 GO |K|w 
是 第 一 可 数 的 ，(2) |K| 或 | xlw 是 局 部 紧 的 。(3) 天 是 局 部 有 有限 的 。 

6.D 设 3 为 由 = 十 2 个 顶点 构成 的 复 形 ,任意 个 (4<<a + 1) 顶 点 张 
成 为 单 形 (8" 的 实现 为 "球面 )。 这 时 ,对 于 任意 复 形 K，dimK<a; 及 它 的 子 
OE L， 任 总 单 形 映射 世上 3 可 扩张 为 单 形 映射 JK>5*。 

提示 3 9 DLS o L HSUR w Bk29 K(w), 把 不 属于 工 的 顶点 w 屿 
为 m 的 对 应 是 单 形 里 身 ， 

6.E 设 fX*rY,g:Yx 为 连续 映射 ,而 oj= 1. Ë y T, fJ, (x) 
是 的 闭 集 ， 做 为 结果 ,7 空间 的 收缩 核 是 闭 集 。 

6.F 完成 32.17 的 证 明 , 即 给 与 9 一 9.f;g. 时 的 证 朋 ， 

6.G ”车 为 仿 紧 T, 空间 ,4 为 其 闭 集 ，{U。:a€ 4} 为 4 的 局 部 让 限 开 
覆盖 , 则 存在 X 的 局 部 有 限 开 集 族 {V。;aq€ 4], 使 VN 4=U,, ee A, (V.) =Z 
{5}. 

65.” 当 存在 如 下 的 同 伦 #1:X x1xX 时 , 称 x 的 子 集 为 强 形变 收编 村 


(trong deformation retract) 。 
H(z,0)==, B(x) 1) € 4, z€ X, 
Hlas ) =a, (s, )€ Ax, 
RMO. 当 4 为 iy 家 为 人 和 可 
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域 强 形 变 收编 核 ， 

提示 参考 35.8 的 证 明 。 

6.1 (Dugundji-Kodama) 设 X 为 度量 空间 , 且 dimx=0, 则 Xx 的 任意 梁 
和 集 4 是 x 的 收缩 核 . 

提示 “很 好 地 利用 dimX=0, 用 和 32.10 相同 的 构造 可 以 证 明 。 即 , 如 
32.10 取 具 有 弱 拓 扑 的 复 形 P, 作 Yy=P U 4。 可 使 dim? 二 0。 指出 恒 等 映 射 
二 4 一 4 可 扩张 为 1:Y 一 4。 

6.) 著 X 为 紧 ARN(.e) 空间 , 则 对 于 任意 s>0, 存在 满足 下 述 条 件 的 
3>0: 设 尺 为 复 形 ，5 为 它 的 顶点 的 集合 ,由 若 疡 广 *X， 关 于 各 单 形 (€ K, 
使 | 中 nr 的 象 具 有 直径 5(7(|si n y)) <3， 则 存在 f 的 扩张 产 [K1 一 < (或 
llw 一 Xx), 关于 各 sEK 有 67(1s1)) <e 

提示 看 做 XC, 取 X 的 邻 域 w 和 保 核 收编 ?一 X。 关 于 各 #*EX 在 
e &362y Ji pR v, 使 VC Ww,5(r(V。))<8， 令 攻 为 性 益 {Va 由 X:*E X) 
的 Lebesgue 数 .车 1 满足 6.3 的 条 件 , 则 天 |:| 人 了 7) 被 菜 Pe 包含; 故 线性 
扩张 于 |:| 上 ， 关 于 各 :Ek， 若 如 此 进行 则 得 到 扩张 8, 各 (|: |) 被 某 v. 8 
含 令 7=rg 即 可 。 

6.K 车 X 为 紧 ANR(JAF) 空间 , 则 存在 满足 下 述 条 件 的 9>0: 设 Y 为 
空间 ,车 jg:Y 一 X 为 满足 P(Xy),8(y)) <7,y€ Y 的 连续 映射 (2 为 的 下 
离 ), 则 存在 连结 1 和 z 的 同 伦 坟 。 而 且 对 于 使 区) 一 #(7) 的 yEY 可 使 鼠 (07， 
DD) =). 

提示 令 s=co, 使 用 6.1 提示 的 方法 。 在 X 的 各 点 * 取 5. 了 的 邻 戌 
V., DL (V, X) 的 Lebesgue 数 做 为 ?了 即 可 .关于 各 >E Y, {C7)} U {aCy)} 
被 某 v. 包含 , 故 可 线性 扩张 到 {} x 忆 得 到 下 :7 xW, # H=rH' 即 可 。 

6.L 令 X 为 紧 ANR(A) 空间 ，Y 为 紧 7 空间， 天 YX 为 连续 映射 . 
对 于 任意 8 > 0， 存 在 复 形 K|. 连续 映射 0:y—|Kl], #:lK|—x, 使 
pÜ), #@(y)) <s, y€ Y B 29. SJIR494E $ XU P| — hb hh. 

提示 令 6. 有 的 ?为 sz? 对 于 给 与 的 8， 令 s= L/2min(s， 8), &$#8 29 
对 于 s. 由 6.] 存在 的 正 数 。 设 % 为 Y 的 有 限 开 覆盖 且 关 于 各 UE ,使 
5(KD)) <#/2(5 为 直径 ), 设 K 为 W 的 神经 复 形 , 乡 : 了 一 |K| 为 正 准 映射 。 和 
对 应 于 的 顶点 VE % BJ ya #' (u) =F). XCF (€ ,1 的 顶点 集 
在 少 下 的 象 具有 直径 <#， 由 6.] 存在 几 的 扩张 

#:|K|—Əx, Cpls|) <o s€ K, 
关于 各 yEY 
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AG); #%(y)) < + s;<28,=min(8, 81). 
为 了 说 明 甸 可 以 是 到 上 的 映射 才刚 (不 愉 它 不 同 的 单 
形 的 边 单 形 的 单 形 ), 而 ($71s1) 皇 4|， 
PEéls| — lš 4090014 

存在 ， 上 是 | — {p} 的 收缩 核 , 故 设 保 核 收缩 为 :js| 一 (=+, 若 定 义 
四 :7 一 |K|, 使 其 在 中 "(|K| 一 1:1) 上 为 8, 在 $7(|:|) 上 为 rp, 则 9' 是 连 
续 的 , B (7Y)n(1s| 一 |i)=p。 荐 这 个 操作 在 不 被 了 的 象 包含 的 单 形 上 
相继 施行 , 则 因 [K| 是 有 限 的 , 故 得 到 它 的 子 复 形 [| 及 到 上 的 映射 也 :Y 一 
IFL. #2# 名 一 41L]， 则 区 区 ?| | 即 为 所 求 。 

6.M 设 X 为 空间 ，4CX。 当 存在 同 伦 H;:Ax1I=KX,H(as, 0)=a, H(a, 
1)= = (的 一 点 )，eE 4 时 ，4 称 为 在 X 可 编 .对 于 各 点 ”的 尾 意 邻 域 2 在 
U th 515889 = 的 领域 了 在 在 时 称 X 为 局 部 可 编 Ë 2 54, BHF 
-32 的 族 之 一 对 ,4NR(2) 空间 是 局 部 可 缩 的 。 ` 

提示 密 考 35.3 

6.N 设 4 在 Xx 可 缩 。 对 于 任 党 的 闭 单 形 |:|, 连续 映射 f: 上 1| 一 4 具有 
扩张 天 | 一 %。 

提示 ” 设 如 :4X 一 为 表示 可 缩 狂 的 间 伦 ， 取 #6 |l 一 中。 用 | 的 
SU f€ 132817] 9625 z 8 z=G( 一 ty + 塌 ， 用 这 个 表现 定义 天 *) 号 
H((O); 2) 即 可 . : 

6.9 设 X 为 局 部 可 缩 的 仿 紧 T, 空间 , |K|w 为 具有 有 限 维 型 本 四 的 复 
2. WPP X001ER3ER3S & , 丫 在 满足 下 述 条 御 的 开 现 蓝 y: 了 为 的 顶点 
集 , 若 庆 P~K 为 关于 各 1E€KsF(|sj nv) 被 Y 的 某 个 元 包含 的 映射 * 则 7 R 
有 扩张 产 ]K[w 一 X。 关 于 各 ?ER 天 |) 被 9 的 某 个 元 包含 。 

提示 使 用 dimK 的 归纳 法 ， 选 Y 为 % 的 星 加 组 ，% 为 的 局 部 有 
限 加 细 , 使 它 的 各 元 在 > 的 某 元 中 可 缩 ， 荐 1:1K"'| wxX 尾 关 天 下 的 各 + 
SEE Ë (||) 被 某 个 Y 的 元 包含 的 映射 ,指出 可 构成 f 的 扩张 1: |K*|w xX 
为 关于 各 :€ K" — K", fC(]|:]|) 被 % 的 其 元 包含 (反复 使 用 6.N)，K" 表 
ARK J z Bhg, 

6.P 着 X 为 四 的 闭 集 且 局 部 可 缩 , 则 Xx 是 R' 的 领域 收缩 核 。 于 是 有 
X€ ANR(Z), 

提示 “和 32, 10 局 样 构成 时 有 + E SHE3F0 3 P RED 天 到 全 
PUZX:f|X 一 恒 等 映 射 ， 秀 虑 将 恒 竺 映射 XX #'ikBjx EP U X89463 E E. 
复 使 用 5.9 构成 此 扩张 。 
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第 七 章 ” 逆 极限 和 展开 定理 


$36 覆盖 维 数 


361 定义 设 X 为 拓扑 空间 ， 当 XX 的 任意 有 限 开 履 盖 都 具 
有 阶 数 不 超 过 + 1 的 开 加 细 时 , 称 为 的 履 昔 维 数 至 多 是 4, 写 
作 dimX < n, 1 dimX =< n IB3E dimX 把 4 一 1 时 ,写作 dimX = 
n> 称 为 X 的 履 盖 维 数 是 x。 (a 一 0 的 情形 已 由 14.3 定义 ， 如 那 
里 所 述 , 若 dimX == 0 则 XX 为 正规 的 ， 上 述 定义 是 以 正规 空间 为 
对 象 的 覆盖 维 数 的 定义 .一 般 情形 参考 7. A.) 

36.2 S| 车 4 为 空间 X 的 闭 集 , 则 dim4 < dimX。 

证 明 是 显然 的 。 

363 引 理 正规 空间 X 的 任意 局 部 有 限 开 履 盖 上 共有 如 下 的 
局 部 有 限 开 加 细 27: 设 Kw 为 :的 神经 复 形 , 则 关于 Kw 的 各 
顶点 * ,以 zx 为 顶点 的 单 形 的 维 数 是 有 界 的 。 即 


sup dims < oo. 
Se 


” 

证 明 3⁄7 为 x 的 局 部 有 限 开 履 盖 , 则 由 32.5, 存 在 正 准 映 
射 o: X— [Kw|。， 设 ww 表示 对 应 于 琅 E 9%” 的 顶点 ， 由 32.4， 
中 (St(w))CwW 成 立 ， 由 此 ,对 于 |Ky | 的 开 覆 盖 {St(w):w € V) 
(V 是 Ky 的 顶点 集 )， 如 果 构 成 满足 引 理 条 件 的 局 部 有 限 加 细 即 
可 . 设 Kw 一 ,以 ”一 wor'…w 表示 具有 顶点 wiCi 一 0 :加 
的 K 的 4 单 形 . 设 K"(n 一 0,1,…) 为 K 的 + 骨架 首先 对 于 KK 
的 各 单 形 e" — ww: -ws 作 如 下 的 邻 城 列 : 

Ue) ~ [se gl: Dw) > 1— (r + DG + 25 

i=0 


| 27], 7 一 0)15 2 
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元 (”) = fe [K| 3 Ga) > 1— (z + DC + 2)": 


. 277], Y 一 0，1， 2，……， 
u= ell Dee) > r= 273), 


Be = [e gl D Aw) 212" 
在 此 xCw) 823 o BN SER, U, (2, U, G) SHE, D.C), 
B.G) 是 其 闭 包 ， 对 于 k 的 于 复 形 工 , 令 
UAD) 一 UU). 


Ú,(L), Ue(L), D.L) 等 可 类 似 地 定义 . 
首先 指出 UL), D.(L) 为 闭 集 . Wa | 天 | — U,(LD. = 


Wai 为 zx 的 支 集 ，” 6 天 一 工 . 令 
U = UU) — UU) A Z€ L, 
因 :” 仅 具有 有 限 个 边 单 形 , 故 


UIÜ,G: 64, # € L) 
为 不 含 点 * 的 闭 集 . TEU R: QR. 令 ye UnU,(L), 关于 
BË me L, sr", 有 yyEDC"). 令 m= momo. 落 令 
s= mitis 则 
|| = |e|fñle|, # € L, a<, 4 <m,n 
(有 时 292838). 8 
y&D,G9), y € UA MND"), 


# 
yG) + ++ + yGoi) + + F yGop) 
>1—(z + 1)( + 2) 2 a 
人 1 一 (十 DGy + 2). 2 
yG) 十 二 Ke 十 十 区 
1 一 (十 DCy + 22 
全 1 一 他 十 DGy 十 2 一 293 
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Fw) + et pw) 

< 1— (z + i)(? + 2)” 2 
若 作 (第 1 式 ) 十 (第 2 式 ) 一 (第 3 58), Bi) yGo,) +- "+ y(0) + 
0) 二 十 yw) > 1, 故 得 到 矛盾 ， FE UDU,CL) 
一 同样 的 , UCL) 也 是 闭 集 ， 
其 次 ,关于 各 w EV, 令 

U(w) = St(w) — Dal Bs). 

在 此 Bw 是 的 索 ， 今 指出 = (UG): e € V) 做 成 1K 的 局 
部 有 限 开 覆 盖 . 设 e Kl. s= wo*……ws 为 * 的 文集 ，x(w) 
为 xu = 0,…… n) 的 最 大 数 ， 则 z€ UG). MI, £ <& 
UCwi), 则 关于 Bw 的 菜单 形 ? 二 wh*…w! 有 x& To). 若 dime 一 
E: 


Ku + O z(0 i) > 1— 22, 
IÑ zGo;) 不 小 于 zG2)5 1 sx《twy) 中 的 任 一 个 : 改 
xG) 2 G — 222)/G + 1) > 22, 
于 是 
zwi) + z(a) T+ wi) > 1, 

而 产生 矛盾 ， 于 是 x EU(w;), 而 人 2 覆盖 X. 而 且 点 * 的 邻 域 
U,G) 对 于 * 的 顶点 如 仅 和 UCw) 相交 ,故人 是 局 部 有 限 的 ， 令 
Je 一 U (K), W, — UK), W, = U,(K') — U,-AK"™), 

n=2,3, °, 
设 % = {Wtn = 0,1,…}, 则 是 |KI 的 二 阶 局 部 有 限 开 覆 
#. 实际 上 , 对 于 xe IK], EE z € DV.(K") 成 立 的 最 小 的 ma, 
由 

z€ U, (Kt) B zÜ, Ke 

于 是 x EWmn。 故 % EO. Hü B 3216 — m] > 2, 则 

w ,nW, = ó, 
故 % 是 2 阶 局 部 有 限 的 、 最 后 , 令 

= W,QU(e)in 0 1, 2 w € V). 

为 了 指出 27 为 所 求 的 加 细 ,首先 注意 是 {SKw):w EV} 的 局 
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部 有 限 加 细 . 其 次 , 若 xE WNUCGw), 则 x EVAAK NUCw), 故 
关于 某 g 单 形 :7,g < n, 有 x € U,G9 Y UC0D, 

车 w' 9 则 VCw INDA CU INUA() = 2, 
履 * 至 多 属于 伯 的 9 十 1 个 元 , 因 g 的 阶 数 为 2, 故 * 至 多 属 
于 的 2(9 + 1) 426. 由 此 g 满足 引 理 的 条 件 . 口 

364 引 理 设 K 为 复 形 ,V 为 其 顶点 集 ， 若 dimK < s, WJ 
|K| 的 开 覆 盖 {St(v):v € V) 其 有 阶 数 < x + 1 的 局 部 有 限 开 加 
Bi. 

证 明 CEASE € K, 5,29 || 109 CA. FK 5) 2: 
重心 加 细 SPK , 2 F, = ClixiSt(5,) (Št E |SEK | 983888). 25 
多 一 8,:s EK}, 则 多 是 {S51(v):v ETV} 的 局 部 有 限 闭 加 细 ， 因 
多 的 神经 复 形 为 sd 长 , 故 ord 多 < n + 1， 因 |K1 为 度量 空间 , 故 
可 移 成 它 的 局 部 有 限 开 覆 盖 BU = {Us:s € Kh U,ƏF,, s€ K, 
% == S B 2y (Sie): e € TV} 

36.5 定理 《Dowker-Morita) 2 FIEBR2SIB X, FRA aE 


价 . 
(1) dimX < n, 
《2) XX 的 任意 局 部 有 限 开 虱 盖 具有 阶 数 不 超 过 a + 1 的 局 
部 有 限 开 加 细 . 
G) 球面 5" 是 X 的 扩张 于 ， 
证 明 《2) 一 (1) 是 明显 的 . 
(1 一 (3) 将 5" 看 做 (十 1) 单 形 了 的 边界 叶 。 设 vi(i 一 
0, n + 1) 为 宇 的 顶点 , 令 
@⁄Z = {Sv)i = 0 + 11 
《St(z) 为 在 了 的 星 型 集 )， 设 不 为 dimX < = 的 正规 空间 , 4 28 X 
BS, f: 4 — T 293534. ES dimX 志 4, 故 可 取 X 的 有 限 开 
覆盖， 它 的 阶 数 < x + 1 B. të % A Z: jt 的 加 细 . 设 
Ky,Ly 25%, 9 A 的 神经 复 形 。 Ly 可 看 做 Ky 的 子 复 形 . 
W:X — |Kw| 为 正 准 映射 ; 则 9(ADC |Ly|. 对 于 Ly 的 各 顶点 
Eb o; Ë W Y ACI (SI(o:)) 以 确定 g《w) 一 vi, 对 应 由 确定 单 
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JEB234 $: |L | — f. I dimKw < z, f& $ 8.438206 8 Bh 8 
#:[K+ l| -> 于， 为 此 ,选择 二 的 一 个 顶点 m: 使 每 个 不 属于 工 v 的 
Kw 的 顶点 全 对 应 o Bl8] (6D). RES 各 $8/4， 对 于 各 
4€4, 容 易 看 出 f(a) 和 pCa) 都 属于 的 其 闭 单 形 ， 册 

Hix, 0) = éG), z€ X, B(a, :) = 0 — )$$(ay + 
fa). (a, i) € A X 了 ;确定 配 :XX {0}U4 X 1— t, 今 指出 在 
Kx; 中 存在 Ax 1 的 邻 域 矿 和 六 的 扩 强 B:xXx(10)UW — T. 
从 而 用 与 34.6 的 证 明 则 样 的 方法 ,可 得 n, 的 扩张 诊 :X x 1— T, 
BONE X T 35 

JG) = H(z, 1) z€ X, 
MUS 855 ik. W.S X x 7 X ES ,MI Z e NES( E 
W H, BDE BBS. 一 般 的 情形 如 下 进行 ， 因 区 是 正规 的 
而 TEESCAN), 改 1 具 有 扩张 1:X 一 了 ,确定 Hi:XX1>T 
为 

H(+*,) = 1 — Pox) + z ht(r), (x D) € X x I. 
#ERR p € T — T.J F Jë T — {pp} 的 收缩 核 . 令 7: 了 一 {po} 一 
六 为 保 核 收缩 ， 若 令 

W = HT ~—{p)), 
MW E: X x {0}U4 XY， 从 而 是 4 x 1859638. H,= rB|W: 
W 一 他 风 为 所 求 的 H, 的 扩张 . 

(3) = 一 >(2) 设 b 为 X 的 局 部 有 限 开 履 著 . 可 设 人 U 满足 
36.3 的 性 质 ， 设 K. 为 2z/ 的 神经 复 形 ,四 :XX 一 | 天 wj| 为 满足 下 述 
条 件 的 正 准 映射 :对 于 各 x € X, BDE V, 和 Kw 的 有 限 子 
复 形 L, 存在 ,使 6 (VC|L:1《 这 种 中 的 存在 , 在 32.5 的 证 明 
中 已 被 指出 。 在 以 后 的 讨论 中 ,将 此 了 z 和 上 :看 做 是 固定 的 )， 设 
A, 35 dim ç >> z BJ K< 的 主 单 形 *( 不 为 其 它 单 形 的 真 的 边 单 形 的 
单 形 ) 金 体 集 合 ， 设 K, 为 由 Kw 除去 刀 的 所 有 单 形 的 子 复 形 ， 对 
F s€ hh 车 dim 一 万 ; 则 | 是 (一 1 球面 ,而 且 # < k — 1508805 
射 $B):p71i) 一 1 由 (3) 具 有 扩张 加 :pA(|s|) 一 
| 计 。 由 
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hip (|K.|) = pho KN) pip (1:]|) = ess € A 
定义 :XX 一 [Ke|, 则 $CX)C1K|, 而 且 对 于 Kw 的 各 顶点 wy 
# bi (St(za))C q (St GO) 成 立 ， 由 和 的 作法 得 到 

PV CNL |, z€ X. 

于 是 四, 是 连续 的 . 由 由 作 的 操作 继续 进行 ,对 于 各 i 一 1, 2， 
`" 得 到 Kn 的 子 复 形 K; 及 连续 映射 由 :和 一 [Kw| 的 如 下 序 
列 : 

(4) e@(X)C|K|B a(V.)C L.l, x €X, 

G) K. 是 从 K, 除去 其 主 单 形 :中 dims > n 者 全 体 得 到 
的 . 

(6) pinlgi|Kinl) = pilpn(|Kinl), 

(7) 对 于 Ke 的 各 顶点 4, 有 prh(St(a))Cert(St(e)), 

82227 di 36.3 的 性 质 ， 故 关于 各 x € X 存在 整数 ,使 
在 工 : 中 最 少 有 一 个 项 点 的 Ks 的 单 形 的 维 数 不 超 过 ws。 由 (4)， 
G), (6) 关 于 任意 的 i，j 22 n, 有 gi|V 一 1Vs 成 立 ， 由 此 可 定 
X 由 的 极限 映射 $:X 一 |Kw|。 由 C4), (6) 存 在 《VClLs|， 
故 巴 是 连续 的 ， 若 令 门 Ki 一 R, WJdi (3),(5) # dimË < a B. 
BX)C KI。 又 由 (7), 对 于 Ke 的 各 顶点 u, 

$i(Stu)) Ep Stu)) 

成 立 。 因 各 中 -St(w)) 被 UE BU (对 应 于 “的 元 ) 包含， 故 
{8 -MSt(w))} 是 UU 的 加 细 . 因 dim 这 < n, 故 由 36.4, 存 在 | 这 | 的 
局 部 有 限 开 覆 落 YY， 其 阶 数 S< a + 1 且 是 {SKw)} 的 加 细 . 因 
BX)C |Ë 8 $ 是 2z 的 局 部 有 限 加 细 且 其 阶 数 所 n + 1, 
由 此 ,《2) 成 立 . 口 

36.6 ”定理 (加 法 定理 ) (1) 着 处 为 正规 空间 , {4i:i = 1, 
2，"…"} 为 XX 的 闭 覆 落 ,是 关于 各 i,dim4; < n, W] dimX < n, 

《2) 空间 和 关于 它 的 闭 覆 盖 { A, a € 人} 具有 Whichead 弱 拓 
扑 , 若 各 (ce 4) 是 正规 的 且 dimd < n, W) dimX < n, 

证 明 由 35.5 若 能 证 明 8 是 工 的 扩张 于 即 可 (在 (2) 的 情形 ， 
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HI 24.4, X SEE JB9). FUN (1) 给 与 证 明 . ((2) 用 同样 的 方法 容 
易 证 得 ,) 设 4 为 X 的 闭 集 :4 一 8" 为 连续 映射 ， 因 dim4imn 45 
dimA, < n (36.2)， 履 地 可 扩张 为 站 :4U4d 一 3 (36.5)。 5" 是 
NES(.A1)(32.19, 35.10(4))， 故 AU 4 在 X 的 闭 邻 域 V 和 玉 的 
扩张 :Vi 一 S° 存在 。， 如 此 继续 作出 序列 (V,), (6). 使 V; 是 
V; U 4 的 闭 邻 域 ， 天 :Pi 一 5" 是 -4 的 扩张 ， 最 后 若 定 义 g; 
X— S" 29 


glInty, = ft, 一 1, 2，…， 
则 8 是 的 扩张 . DJ 
36.7 定理 (Vopenka) 度量 空间 X 是 dimX < s 的 充 要 条 
件 是 存在 如 下 的 开 履 盖 列 (2Z Y. 
G) Wi> Uni = 1 2 
(2) 关于 各 x EX,{BF(x):i = 12... 是 z 的 邻 域 基 。 
(3) ordai <a + li 1 2 
证 明 必要 性 由 18.1 和 36.5 (2) 是 明显 的 。 为 了 证 明 冯 分 
性 , 设 % 为 X 的 有 限 开 覆 盖 , 令 
Ui [U(a i € A} i= 1, 2 
任意 确定 加 细 映 射 frttida  — Ab 使 得 若 fN(einw) = a, WJ 
U(m+OCUC(e). 各 说 :可 看 做 到 上 的 上 映 射 。 对 于 << 旋 令 天 一 
Et. Bf = IESS 39. X, 一 % ;如 下 确定 Xi,i 一 1,2,……。 
X, = UíU(a):@ (U(a,)) 8 6 的 某 元 包含 )， 
由 (2 AR 是 X 的 开 获 盖 ， 关 于 各 一 1，2p……， 令 
B, = {a:UCa)N Xi # @), 
e= [ee nun (U x;) = el, 


D,= Jae B,;U(aD n (u x) 党 e), 


MJ B, — C,, B, = C,UD,, C,0D, = @, i> 1, 关于 备 i < j, 
ECn 令 
DAm) = [e fi(a,) = ofa) € Dok = i +1, il. 
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#i<k<jpNRJf(D(Yea D) CDP B. 
D, = UIDi(a i): € Ci ¿< jy 
成 立 ， 关 于 各 me Cj: 令 
Vo) = (DCo)nXD)UCULDCoDnXi:aeDKoD) i < j) 
@% = (V(a):a € C i= 1,2,:: J, 
今 证 明 % E: X BT 36 , order < n + 1 B % < 27. * <€ X, 
确定 7 z€ X,— U X,.. H e€ U(e;)s e€ Bi, # € Cj; 则 
<; 


zeU(e)nXCP(a)。 而 且 若 we B, 一 C; = D;， 则 关于 基 个 
i< j, a; ED,(o:)， 由 此 x€ U(a;) YX C V(a,), 故 Y R3F8 
盖 ， 其 次 , 任 取 V(e;) € %, oe C,. 因 
U(a:)DV(es,)DU(a) n X = @ , 
Wei p, € A, U (8) QU(o;) 2 @ , B. 2z (U(8;>) 3⁄2 %7 38 
Wa. W V(a:)CU(e CW. EH; % <%. 最 后 为 了 证 
明 ordo” < 十 1, 假设 不 如 此 、 则 存在 点 x*€X 和 十 2 个 指标 
aty anta, 使 
z€ V(af), oi € C, i= 1, 2 十 2。 

设 r€ X, 一 U X;。 因 
va) EU BUC NU {Xj < mi ~ 6, 
#emi SC k, i= 1... n + 2. mi < 和 则 由 Fo 的 定义 , 存 
#3G)2> kl18; € Daa(a)), ë z € U(8). 8 yí = (2)， 
Mj z€ UG), Ha mi < k, 这 些 全 不 相同 ， 若 m; = k, HjrH 
FoeDCZ(oD 8 z€ U(e). TF U(at), mi = k;U(Ti),mi < k 
G — 1, n + 2) 是 ks 的 相 蜡 的 元 且 全 含有 点 x。 这 和 (3) 棚 
K. 


36.8 命题 K 2 n BEBE, dim| K| < z, dim|K1], < 
n. 

征明 取 kK 的 i 次 重心 加 细 SdK, 设 Zi 为 由 1Sdi 天 | 的 星 型 
集 构 成 的 | 天 | 的 开 材 盖 , 由 31.14 ,BA# 各 元 的 直径 不 超过 4X 2Cnf 
n + 1). 由 此 {BFCw):i = 1,2, …} 作成 点 x€ XX 的 邻 域 基 。 
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故 序列 {2:1 一 12] 满足 36.7 的 条 件 ,所 以 dim|K| < x, 
另外 ,关于 | 天 | 的 各 闭 单 形 |:| ,有 

dim|z| < dim|K| < 5, 
因 |Klw 是 关于 {|s|:s€ K} 具有 Whitehead 弱 拓扑 ; 故 由 36.6 有 
dim| Kly < x, D) 

对 于 ”> 维 闭 单 形 |s"| 已 知 dim|e"| 2 x， 在 本 书 中 没有 给 出 
本 定理 的 证 明 。 由 此 事实 与 36.8， 对 于 维 复 形 K, dim| K| = 
dim|Kl 一 成立， 特别 地 ,关于 Eudid 空间 R°, s RE B", 有 

dimR" = dimE” = n. 

369 定理 设 X 为 dimX < 5 的 正规 空间 ,Y 为 度量 空间 ， 
f:X — Y 为 连续 映射 ， 此 时 ,存在 度量 空间 Z ,dimZ <n,w(2) 所 
w(Y), 及 连续 映射 8:X 一 Z，h:Z 一 了, 使 1 一 hg. 在 此 & 可 取 
为 到 上 的 映射 . 

证 明 可 假设 Y 为 无 限 集 . 设 [9si = 1.2...) 为 9 > 
Win [9 | 所 (Y) G 一 1,2,…) 的 Y 的 开 复 瘟 列 且 构 成 基 . 
因 dimX < *， 故 反复 应 用 36.5 (2), 可 作出 X 的 局 部 有 限 开 覆盖 
PJ (@Z:i = 1.2,....1 如下: 对 于 各 i 一 1,2,*…*， 

I < |%;| odB; < n + 1, WU < 27 NF 19, 
321127 YH 26.12 做 伪 虐 离 4 Z 一 X/d. ike: X— Z 为 
射影 ,dx 为 由 4 导 人 的 Z BJ ES. SITES O > 0 和 ze X, 
5(x56) = g '(Sk(g(z),e)) (SsSx 是 关于 dvdx 的 邻 域 ) ,另外 , 关 
T£ š, 由 26.12， 

Z (z)CS(x, 2 CZ, (=) 
成 立 ， 因 9-; 构成 了 的 基 , 故 关于 各 z € Z ;gz) 是 由 了 的 一 
点 组 成 ,由 4 一 fe! 定义 2Z 一 了 。 因 
A(S<(z, 2 EW (a)) 
成 立 , 故 上 是 连续 的 、 令 
gm 一 (mtg(U):U € dZ i 1.2... , 
XT& i， 有 


ord2”,; < ord2Z, < s + 1, 
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为 了 说 明 Y 是 Z 的 覆盖 ; 令 s€ Z。 若 取 使 zg(z)===z ËB z € X,BIJ 
gSu(#s 2 CD), 

车 取信 Uinl*) 的 UE 27;, W| g 3C(S,(a, 222DDCU, #k Sx(z» 
2-1) (U). TB 9° 的 各 元 的 直径 较 2 小 , 故 关于 各 
z€ Z, 1%F (2) } 构 成 邻 域 基 ， 由 此 , Z 的 开 覆 盖 列 % (i 一 1.2, 
+") 满足 36.7 的 条 件 , 故 dimZ < w. 再 者 , 因 |%i| < |2i|; 故 
人 < 19% (Z) < 区 2Z) 成 立 . 口 

36.10 ”推论 ” 若 X 为 可 分 度量 空间 , 则 存在 X 的 紧 化 度 量 空 
[Íj aX , B. dimX = dimaX 

证 明 首先 注意 , 对 任意 正规 空间 X , dimX 一 dim8X 成 立 。 
这 几乎 是 明显 的 。 实际 上 ， 对 于 XX 的 任意 有 限 开发 盖 Cl ， 若 令 
€ = (o(u) 一 PX 一 Chx(X — U): U e 2Z), WE 2¿ 是 正规 
的 , W Z E ax 583, B 2 nx — 4, $ = 47 Q03, 
20.4). 为 了 完成 证 明 ， 将 可 分 度量 空间 X 媒人 大， 由 204 包含 
映射 XX 一 1* 扩 张 为 118X — 1°. IB 36.9 有 到 度量 空间 

aX ,dimaX < dimX ,waX) < wl) = 8, 
上 的 映射 g:BX->oX , k 5Pp: aX 一 1" 使 1 一 hg。 因 aX = g(PX)， 
故 aX 是 紧 的 , 再 者 zg|X:X — aX 显然 是 嵌 人 ,而 8CX) 在 aX 中 
F, dk aX Z X 896 (k. Ll 


$ 37. 道 谱 和 极限 空间 


37.1 定义 设 4 一 {a} 为 有 向 集 ，{X。:a& AY 为 以 4 为 指 
标 集 的 空间 族 , 关 于 各 pe 4,a<8, 存 在 连续 映射 2: X, — X,, 
3: Fe <8 < v,a,8,7 € A, Way = =Ë ' x$ RA. 这 时 , 系 和 Xa， 
mepE A, = < BY 925 A E h93 38. 

APTE IX,.,. e ,8 € A,a < 8.2 Rss R X = ]T x.. 


关于 各 ce A, 设 名 :党 一 Xs 为 射影 多 的 下 述 子 空间 X 称 为 逆 
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谱 {X。} 63BIR, &2R2blm(X.. t], 或 者 简单 地 EmX。;X 一 
(ee; 关于 各 a <, a, BE A, ntislw) 一 训 (x)}, 即 
XIx (ra)oess ra € X, Dnailxg) = ras a < B, a, B 6 A, 

关于 各 ce A, z = š, |X:X— Xe 称 为 身影 3 oe < B, MN] x, = 
mama 当 Us 为 X, 的 开 集 时 ， 形 如 zU, BS eriR25 X BJ 352; 3F 
8. 当 2B。 为 X。 的 开 履 盖 时 , Jon =< 27, 的 覆盖 称 为 X 的 基本 
开 覆 其， 对 于 某 个 逆 谱 (x.), 当空 间 X 和 limX。 同 三 时 , Wk X BË 
开 为 北 谱 {X。}. 

由 下 述 引 理 到 37.6, 均 设 X 一 Em, 

372 引 理 X39593 FEE X 835, 

证 明 SD 25 z 一 (xs)se4 的 任意 邻 域 , 则 关于 4 的 有 限 集 BB 
和 各 PE 8B, 存在 x 在 Xs 的 开 邻 域 Uss 使 


ze(I vox I x Nxcw, 
Bep a 


因 4 为 有 向 集 , 故 可 选 Ye 4, 使 对 所 有 的 BeB, 有 8 < v, 车 令 
U; 二 门 GU, MJ U, 是 zx; 的 邻 域 , 且 U ~ =;'U, t Fu Bl 


Bea 


基本 开 集 ,是 点 x 的 邻 域 . 
37.3 引 理 若 各 X。 是 T, 的 , W XE 了 X。 的 闭 集 , 


"z: 
征明 3 x — (xz.)aca 8 X MUS F3E e < 8, 有 Cra) 2 xe, 
于 是 在 X。 中 取 z., PC) 的 不 相交 邻 域 U。s U, 若 令 
UU x (Us x ][ x,, 


Yap 


则 吕 为 和 XX 不 相交 的 点 * 的 邻 域 . 由 此 HX, 一 X 为 开 集 . 口 

37.4 引 理 若 各 X。 是 紧 T; 的 且 非 空 , 则 X 是 紧 了 ,的 且 非 
zz. 

证 明 H 113, — (IX. 是 紧 7, 的 ， H 373, X E X BQBI 
集 ; 改 为 紧 了 的 ， 只 须 指 出 X 是 非 空 的 关于 各 8 €4, 令 

Y, = Íz = (xo) € Z: o < 8 Nnirs = +a}. 

显然 Ys 是 非 空 的 。 又 与 37.3 同样 ,Ys 是 名 的 闭 集 。 因 4 是 有 向 
Ë, 改 {Y5:8€ 4} 是 紧 空 间 各 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 。 于 是 


«2225. 


x = D) y, 2 (11.22. 


BE 

在 37.4 考虑 各 X。 为 有 限 集 的 情形 .这 时 可 以 得 出 结论 和 是 
非 空 的 。 这 个 特殊 情形 称 为 Kinig 5128. 

375 引 理 若 各 X。 为 紧 7T; 的 ， 则 和 的 任意 开 覆盖 被 某 基 
本 开 收 盖 细 分 . 

证 明 设 % 为 的 任意 开 材 次， 根据 和 的 紧 狂 及 37.2, 可 设 
% 为 有 限 桥 盖 ， 其 各 元 为 基本 开 集 . 令 厂 ;一 =a(U.O. U. 为 
Xu 的 开 集 ， 若 取 关 于 所 有 的 i 使 a < B shll) 

Be — [((&,)tU,,, X, — xe XN} 

是 Xs 的 开 姓 盖 且 ix < op 

37.6 定理 若 各 Xe. 是 紧 T, 的 且 dimX, 所 4, 则 dimX < n. 
由 37.5 容易 推 得 . 

37,7 例 将 自然 数 集 N 按 其 大 小 顺序 丰 做 有 向 集 , 关于 各 
i €N 考虑 半 开 区 闻 X 一 (0,2" 人， 关于 各 i <j, €N, $ aj: 
X — Xi 为 包含 映射 ， 得 到 逆 谱 {X;, =u <j, ile N). BB 
极限 为 门 (0， 32- 站, 故 为 空 集 ， 因 此 37.4 中 紧 性 是 必要 前 . 


en 
37.8 例 考虑 以 A= (8) 为 指标 的 空间 族 {Xs}， 设 X 一 
TI Xs. 设 4 为 4 的 所 有 有 限于 集 族 .关于 4 的 元 a，8 若 当 4 皇 6 


Ba 
时 , 定义 为 a 之 8, 则 4 为 有 向 集 ， 关 于 各 aE 4, $ X, = 
TI x, 当 o。<<8sas86 & 4 时, 设 8:Xe 一 Xo 为 射影 , 则 {Xosr5: 


Sen 


z<, € A) 为 4 上 的 敢 庶 ， 关于 各 Pe ASE (E) c 4, E fk 
ACA, k=: ][ x. > HI x, 288, 则 


sç 


| lm Xo: lim X, > 1 x = x 
显然 是 同 胚 映 射 。 于 是 任意 的 积 全 同 可 民 开 为 有 限 个 积 组 成 的 地 
W. 
379 #@ 设 X 为 R" 的 紧 集 ， 设 2 为 R" 的 距离 . 取 R'= 
IK| 的 复 形 。 设 各 闭 单 形 |s| e |K| 按 4 的 直径 小 于 1。 对 于 各 
.2326。 


i= 2, …， 考 时 重心 加 细 Sd'K , W Pi 为 入 相 交 的 [sd 用 | 的 
所 有 闭 单 形 组 成 的 有 限 多 面体 . P; 的 各 闭 单 形 的 直径 当 i 一 co 时 
收 伍 于 0 (31.14), 故 {IntPi:i€ N} 作 成 在 R° 中 的 和 的 邻 域 基 ， 关 
Ti< ij, W s:P, 一 户 为 包含 喘 射 , 则 {P , i < rb EN} 为 N 
上 的 逆 谱 且 imP 一 [| Pi 一 X， 此 便 可 一 般 化 如 下 。 


(eN 


37.10 定理 《Eilenberg-Steenrod) # X 2 T, 空间 , 则 存在 
由 有 限 多 面体 组 成 的 逆 谱 {Ps,x 引 ,使 XxX 和 limP。 同 古 ， 


证 明 由 12.11， xg nike ]] 14 的 于 入， 设 4 为 


A 的 记 有 有 跟 子 集 族 . 关于 6s8€ Ah e S BES < 8, H) 4 
为 有 向 集 . $l. — [I 1. 设 


tea 


ne: [I Te 1sntslo 1 < bas B 6 4 


EA 
为 射影 (x 为 恒 等 映 射 )” 和 37.9 同样 ， 关 于 各 a€ 4, fE I rh 
可 构成 re(X) 的 邻 域 族 {Pst:iEN}, 而 各 Ps 是 有 限 多 面体 
C(mtl.P,, i EN} 是 在 1 中。《X) 的 邻 域 基 ). £ £ — 4 XN, 关 
S (a,i), (8, D € 3, š e < 8 B zt(P,,)DCP,, M E (a, i) < 
(#,D. Ka. D=(0,i) >a = 8 Bi = i.) 按 此 顺序 易 知 全 是 
有 向 集 . 考虑 送 谱 

. {Poh: (a, i) < (0, D, (a, D: @ i) € 3). 
f:X — limP,,, 为 关于 各 > 和, 由 
f(x) 一 (re(z) )epea 

确定 。 立 即 看 出 了 是 一 一 到 上 的 连续 了 肌 射 ， 因 于 是 紧 T BD 8k f 
是 同 胚 映射 . 


$ 38. 紧 度 量 空间 的 展开 


381 引 理 kX 233 7 空间，P 为 有 限 多 面体 ， 其 距离 函 
数 为 4,f:X 一 忆 为 连续 了 映射， 这 时 ,对 于 任意 的 y > 0; 有 有 限 多 
面 你 8,dim9 < dimX ,到 2 上 的 连续 蚂 射 8:X 一 ,连续 映射 p: 
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2 一 存在 ,使 
df pg) = sup [aQ (e), pg(2)):z € X) < r. 

证 明 因 了 是 紧 ANRCCA) (35.8), 故 引 理 是 6 L 的 结果 ,或 
者 不 使 用 6.L., 用 和 31.18 同样 的 方法 由 32.5 也 容易 证 明 . LJ 

382 引 理 设 艺 为 紧 T, 空间 ,对 于 ;一 1,2， n Pi 为 有 
限 多 面体 ,di 为 其 上 距离 , f: X — Pi 为 连续 映射 此 时 ,对 于 任意 给 
与 的 yi; > 0, 二 1,2.…#, 存 在 有 限 多 面体 9, dimg < dimX, 及 
到 2 上 的 连续 映射 8: 丰 一 2 连续 映射 户 :2 — P,, 使 

Gilfis pg) SE Ti t= 1, 2 n 


证 明 Wk F:X—P= ][ P; 定 义 为 1(x) = (f(x)),x € X, P 
tal . 
的 距离 4 定义 为 
A = Dir yi) 


党 关于 P,4,fs7 应 用 38.1, 则 得 到 0,8:X 一 9，p:0 悦 P， 若 令 
=P — P, 3058, ps 一 zips 则 关于 各 i 一 1，2、…n, 有 
dilfis pig) <4( pg) < 7, D) 

383 定理 (Mardesic) Ë X 38 T, 空间 , f: X — 1° 为 连续 
映射 , 则 有 有 限 多 面体 9, 的 逆 谱 {Qi,4!:i < jiji € N), dim0; < 
dimX G EN) #llim 0, 上 的 连续 映射 8:X 一 mge 3868885 p: 
lim 0; — I° fE 8 F — pg 成 立 . 

证 明 关于 各 iEN, ED i Brarjtk G 4 I 580, 关于 
i< ij si — 1 SME, R r 2393811, 8933888 (37.82. 
EEma Te — P 293808. 将 1 和 7 的 子 集 1: X {0} 同样 看 待 ;看 
做 FCIICI。 设 了 为 天 的 距离 ,选取 实数 列 {y,] Cr; > 0) 如 
+. 

(1) # m+, = 0,M,CH,0 (M ) < 2r;,W] CAM < 
2 My, i <j, 在 此 5 表示 直径 。 依 归纳 法 , 构成 满足 下 述 条 件 的 
实数 列 {6}(s, > 0) :NM 上 的 有 限 多 面体 的 汗 谱 {9;, qj ,dim9; < 
dimX ,到 上 的 连续 映射 z: X — Q; 连续 时 射 :0: — F, 《是 


* 228. 


T 


Q; 的 距离 ,) 


(Q) ¿(go qh'ga O) < L: dlrs pig.) < + Y; € N. 

G3) 荐 NC9is CN;) < s, Ml a(s,(N;)) < 7 Yo eN. 

(4) PN iC0,5(ND < s, M a( GD) < 28, < a, 
jEN. 
这 些 空间 和 映射 的 关系 在 下 图 说 明 ， 因 7’ 是 有 限 多 面体 , 所 
有 的 映射 是 一 至 连续 的 , 故 它 的 存在 由 反复 应 用 38.2 可 得 到 .( 在 
(和) 中 一 gi.…qgj-i，gi 一 慎 等 映射 ,) 例 如 应 用 38.1 于 zf 及 
+w EE po pi. 由 大 的 一 到 连续 村 得 到 ,而 6， 名 是 应 用 
382 F ponds 二 9 二 思 上 得 到 的 。 以 下 反复 如 此 进行 即 可 ， 
由 (2),(4)， 

G) dilgi, gg) Es, i S<; 
成 立 、 于 是 若 i= 如 则 4d,(g;， gO 所 ,由 这 和 (5) 有 

di(qigi» ha) S< 2, ¿< i=< k, 

政 关于 各 i€ N.lgis j EN} 是 一 至 收 钙 的 .于 是 


(6) g = limgigi, i EN 
是 连续 的 在 (5), 若 ; 一 oo， 则 
{7) dlgis g) <s s i 6 N 


成 立 . & Q 一 limi, 而 9':9 — 0; 为 射影 ， H(6)g! = 4!gG < 
j) 成 立夏 映 射 z: G € N) 确定 满足 8' 一 q'g BJ ESEEk I z: X 一 
9. 


*+229. 


今 证 明 g《X) 一 9. 为 此 , 因 又 是 紧 的 , 改 只 若 说 明 g(X) #£ Q Tl 
AUT. WE ye 9 ,了 为 ?的 开 邻 域 . 取 gi(y) 在 9; 的 8 邻 域 0 使 
(qTUiCU。 车 选 j, 合 2165; < e, (X) = 8;, 故 存在 点 

z€ X, glx) = Fy), 


由 (7); 有 
aigo 9) < s,. 
政 由 (4), 有 
di(gigi(x), qigi(x)) 27is; < 8, 
因 


lg G) = gi(y) B. gigi(x) ~ gig(x), 
k q'g(z2) € U FE gG) € U, 政 g(X) 一 2。 
其 次 定义 p:8 一 1°, 为 此 ,首先 由 (7?;(3) 有 (pig pig) < 
T+ ro 由 这 和 G) 得 到 
G) dnifs pig) S Yis i € N. 
于 此 应 用 (1) 有 
np 多 二 mn 
若 将 式 中 的 i 用 i 十 1 置换, 且 结 合 (8) 式 , 则 
dpigis ttp a gn) < Ta 
由 此 由 (1) 有 
(9) ¿(pil sg < 271 fj, 
于 此 车 应 用 (1), 则 得 到 
drip,gi, nfprgt) < 2iy, í < < k. 
故 
fg < jrjENY ie N 
是 一 致 收 襄 的 ,T ` 


Ey 


pr mripgi:O > P, € N 
是 连续 的 且 满 足 p' = xipi, i 过 j。 于 是 可 定义 映射 p: 0 — 1°, ë 
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P = xp i € N. 显然 是 连续 的 ， 因 z 一 9g, 故 在 (多 中, 当 j 一 
% 得 到 
(10) (piq, p) 271, 1EN, 
最 后 , 为 了 指出 f 一 pg; 取 xEX 和 ss 之 0. 因 PCPC eeGC1e 
故 有 
IG) = maj (6), pgl%) 一 mes(z)。 
若 取 i, 使 
max{ a(f Cx)» zf (e) a(pg(a), pig(6)) 37 y < 8/3, 
则 由 (8),(10) 及 pig'(x) = pq'g(*x), 有 
ae pg (x)) af x) snl Cx)) + Gf lx) pig (a) 
+ (piq g(z), pigls)) + d(p'igl*), palx)) 
ss/3 十 加 二 27 十 8/3 < e, 
于 是 得 到 了 一 pz. 口 
384 ”推论 (Freudenthal 展开 定理 》 若 X 为 紧 度量 空间 , 则 
耸 在 N 上 的 有 限 多 面体 的 逆 谱 
ÍQ; sl), dim0; < dimX, 
各 对 是 到 上 的 映射 ,使 X 与 lm90; 同 胚 。 
AES 设 FX — 1° XA, 车 应 用 38.3, 则 g:X— Q = 
lim 81 EEJI8pt 84. LJ 
下 述 命题 将 在 下 节 守 用 到 . 
385 命题 (1) 若 X 为 dimX < x 的 正规 空间 ，Yi(;i 一 
1,-… ,不 为 度 最 空间 ,jj:X 一 了 ;为 连续 映射 , 则 有 度量 空间 
0, ding < z, (0) < max[ (Y) = 1.2... k), 
到 上 的 连续 映射 g:X 一 9 ,连续 映射 py:9 一 了 存在 ,使 户 一 pg， 
2314 


i=1, 5 k. 

(2) 车 X 为 dimX =< nB T, 空间 ,Yi = 1... , k) 为 紧 
度 景 空间 ,i:X 一 Y; 为 连续 映射 , 则 用 紧 度量 空间 Q, dim0 < n, 
到 上 的 连续 上 映射 8:X 一 Q ,连续 映射 pi: Q — Y; 存在 ,使 i 一 pig， 
i= 1 


证 明 ”为 了 证 明 (1), 设 f:X 一 HY EX JG) = (GD), 
在 此 应 用 36.9。 SBS ft ZI 间 0 及 到 上 的 连续 胶鞋 8: 
X— ,连续 映射 p: Q — H Yi 使 pg = fs. 若 令 wi: Il Y, 一 


ii 


Y, 为 射影 , pi = xip， i = 1,--", k> 则 满足 (1) 的 全 部 条 件 ， 若 用 
38.3 代替 36.9 即 可 得 到 (2) 的 证 明 ， 

根据 38.4， 所 有 紧 度 量 空 间 X 可 展开 为 有 限 多 面体 的 逆 谱 
{0;szl}, 且 各 射影 x1 是 到 上 的 映射 . 关于 紧 T, 空 间 这 一 事实 是 
否 成 立 ? BD 37.10 各 射影 是 否 是 到 上 的 映射 ? 对 于 这 个 间 题 
Pasynkoy 给 与 了 否定 的 解决 。 下 例 即 此 问题 。 

38.6 例 (Pasyokov) 不 能 展开 为 使 各 射影 愉 是 到 上 的 映射 
的 有 限 多 面体 Q, B WB {2。,<) 的 紧 T, 空 间 X 存 在 , 

设 o, 为 连续 统 基 数 * 的 始 数 ， 设 4 为 < we 的 所 有 序数 
0 的 良 序 集 ， 考 虐 实 数 y € [0。I]《【〈 闭 区 间 ), 和 它 相 异 的 有 理 数 
和 [0 一 1 27 一 加: 设 了 为 所 有 对 (ye{fzr) 的 
集合 . 设 T 一 {9} 为 IT| 一 :的 集合 ,To (9e P) 为 工 的 拷贝 ， 对 
T 的 不 相交 的 和 【Te, 因 | J rele cee 帮 4 和 由 T 


eer 


之 闻 存 在 一 一 对 应 .在 此 对 应 下 ,对 应 于 ct€ 4 的 To 的 元 (Cres 
6 


{7 以 C75, {7?) 表 示 之 . 因 ]Te| 一 6 故 对 应 于 Te 的 4 的 子 集 
在 4 共 尾 , 令 


H 


Xx,—- L — [(1, y): (0 < y < lD). 
某 个 PE A.89-F BUH BJ a < ,构成 紧 Ts 空间 X。 及 对 于 =< 
a < 构成 映射 w2 :Xe -> Xe。 使 当 a 之 of < a” < B bj, 满足 
we” = Ze. 作 Xs 如 下 。 车 8 为 孤立 序数 , 则 令 
|.232. 


X,= Xa U Lo Ip 
其 中 
Is= {(8,9):0 << 1) 

La = J X [yfi = 0,1,2,..…}, 

J aaa = [zs < wp < 1). 
(1 7 是 闭 区 间 [0， 8088 L, Cri. (7P"5i > ID 是 对 应 于 
#— 18 U T 的 元 . ) X, Las 1 全 是 Xs 的 开 且 著 集 ， 

5 
os XK 一 Xa- 确定 为 
wlxp-1s78!) ~ (8 — 1,752), walBs y) — (8 — y). 

车 为 极限 数 , 设 X, 为 赣 谱 {X。,wY:a < af < p) 的 着 极限 ， 显 
然 有 


X,= U x,Ut,. 


a< 
在 此 ,车 «过 wf, 则 Xs。CX。, 且 

LN Xe B, a< 8, l = 1(8,y):0 < y < 1). 
对 于 1s 在 Xs 的 任意 邻 域 口 ,有 某 个 a < p, fE X, — X,CU, ws: 
X,— X,, a < 8, 定义 为 

mk|K, = 7, a < Z < 8, wilp,y) = (a; y). 

是 关于 各 a € 4 定义 了 XX。 和 了 映射 wh:Xs ~> X. < p, 使 得 若 
a<8< v, WWE ol 一 ww}。 (X. YE. 令 X 一 
lmX,, 则 

X— U X,UIL {Co <y< 1). 


beme ™ 


对 于 各 ys0 < y < 1, 对 X 的 子 集 les): eaU(U Ut 
导 人 下 述 的 自然 顺序 ; 
(w,y) < (x”,y)€%@ G) Z =a,” = 8. < p< o, 
G) “€J, #”€Je a< 8 <a, 


1) 似 还 应 补充 定义 ok CG, y) = (zy), IE (z,y) € 2- 一 一 校 者 注 
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GB) r €J.,z”==a, 
Gv) ze.” €J, B Z < x”, 
其 中 之 一 成 立 . 
G) 车 1 为 由 X 到 任意 多 面体 P 的 连续 映射 则 存在 某 
e€ 有 ,对 各 点 《x;y) > (ass y)> 8 IG y) 一 ws y). 
证 明 设 人 wo.,y) — z €P, W (U, 为 x 的 可 数 邻 域 基 . X< 
于 各 ”有 ck4: 使 
ICG. 7): G, y) > (oo PD EUs. 
令 oy 一 supay, 出 作法 ,车 (z, y)2>(es: y) B| f(z,y) = Co, ,y). 
在 此 若 将 y 移动 为 [0,1] 的 所 有 有 理 数 , 则 它 的 基数 为 R., 故 存在 
比 各 ww 大 的 me4. 由 了 的 连续 性 ,对 于 任意 (zy) > 《eosy)， 
有 Kx,y) = Ke.) 成 立 . 口 
其 次 证 明 X 满足 条 件 ， 用 反 证 法 设 存在 由 有 限 多 面体 组 成 的 
某 递 谱 {Pe,x8}, 各 翅 :P, — P; 是 到 上 的 映射 ,使 XX 一 limPs 成 立 。 
设 zr:X 王 Ps 为 射影 , 则 各 xs 为 到 上 的 映射 ， 考虑 fu.CX。 有 某 
个 8, 使 I 的 二 点 Cw.,0),《w. ,1) 的 象 xeCwo ,0), zskwo, DA B. 
因 xel1%) 为 Ps 的 至 少 含有 2 点 的 连通 紧 集 , 故 存在 点 列 (w. y) 
其 中 各 yi = 1,2,"…) 为 有 理 数 和 Cw, ,yo) ,使 
(os y) Z CA DE 
ECoes yi) 天 ms(oes ya)> my; = ya, 
考虑 对 Cro [y;D),7 一 yo Yi 一。 对 于 映射 xs 取 满足 (1) 的 条 
忻 的 a € 4。 因 对 应 于 各 Ts 的 4 的 子 集 是 共 尾 的 , 故 对 菜 个 之 
ms 有 (79,{79)) = (oz D. Le 和 X — Ls 是 X 的 不 相交 开 祭 
BR20 X, 因 lmPs = X, 歼 有 某 个 P, Q > s)fE 
za(La)NmX— L)— 好 
(37.5), X.IN x, 是 到 上 的 爱 射 ,大 有 
xaCLa) U=,(X — Ls) = P,. 
# =,(L OE P, 的 开 且 闭 僻 ,但 集合 xo(Js X (rPDG = 1.2...) 
E x,(L,) BJ, A Tuk P, 的 开 且 闭 集 且 互 不 相交 ， 实 际 上 ， 
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sËx, (J X (711) = xü, yi) 天 msosy y.) 
= X (YP) i 2 j, 
因 Ps 是 有 限 多 面体 , 8020531 SEE. HIk2iR ix 18 k 
#. 


$ 39. 度量 空间 的 逆 谱 


39.1 SIE 设 {Xo:s} 为 有 向 集 4 一 {a} 上 的 完全 正则 空 
BX. 的 逆 谱 ，X 一 HmXa, re:X — X. 23382. 关于 各 ce4, 若 


#:8X 一 PX 为 xu 的 扩张 , 则 8X 的 子 集 门 Zx, ux —s. 


ae4 


证 明 设 Y 一 门 关 :Ko, 且 存在 点 xcY — X. 考虑 本 x. 


ah a 
的 点 (fa(z))eekt。 关于 各 0 < B,as8 6 4 有 ip(z) == š, Ga), dk 
z — (s.G)). a € X, 
因 8X 是 T, 的 , 故 可 取 江 在 BX 的 分 域 U, 使 x 六 ClaxU。 由 X 的 
拓扑 的 定义 ， 有 某 个 a A 和 和 (2) 的 邻 域 U。, 使 二 :DCD。， 到 
* 在 Y 的 邻 域 F, 使 z(V)CU。，VNClipxU 一 BZ . 因 X 在 Y 称 
密 , 故 有 ye V X, 但 y Exa'VsoCU 和 y&ClyxD 矛盾 . 因此 有 
x = (aXe 


ae 


392 定理 〈Pasynkov) 对 于 完全 正则 空间 X， 下 述 条 件 是 
等 价 的 . 

G) XxX 是 拓扑 完备 的 。 

《2) 不 可 展开 为 度量 空间 的 逆 谱 . 

G) X 可 展开 为 仿 紧 T, 空间 的 逆 谱 . 

证 明 (>G) 设 忆 为 拓扑 完备 空间 ， 设 4 为 X 的 开 政 盖 
列 “的 如 下 的 所 有 集合 : a 一 (Qui 一 1， 2, ---], “Q2Z, 为 X 的 
开 覆 盖 , “2; > Qe, 一 1,.2,.... 对 4 导 人 如 下 的 序 : a < 
8<> 对 于 “的 各 元 “Bli， 存 在 是 它 的 加 细 的 8 的 元 "Biim。 对 
于 各 a& A 设 由 26.12 构成 的 伪 距 离 为 ds。 若 a < 8, 则 恒 等 映 射 
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Kid) > (Xde) 
是 连续 的 . 设 Xs。 一 X/doya € Asa X — X, PH, 2 SA xt: 
X ,— X,. ña < 8 <r,a, B. Y € A, HÚ sZ = <d, 而 生 u= 
me 成 立 。，{ Xe,x8} 做 成 度量 空间 的 北 谱 ， 令 全 一 lmXe, 由 
Fr) — (aG) a x ER, 
确定 户 X 一 营 ， 指 出 了 给 与 同 胚 即 可 . 2 ze e, r, ze x. Bs 
是 完全 正则 的 ， 故 有 度量 空间 Y 和 到 上 的 连续 映射 a: X— Y, 
使 kz) = p(x (可 取 Y 一 1)?。， 对 于 某 个 ok A, I Y = X。， 
pp 一 pos 政 攻 x) 天 x). 于 是 了 是 一 一 的 . 若 + € X, U 为 x 的 邻 域 ， 
则 由 XX 的 完全 正则 性 ,有 度量 空间 了 ,连续 映射 n:X 一 ,pCx) 的 
邻 域 了 ,使 pC(V)CDU， 对 于 某 a€ A, I Y — X,, z = n. W Ñ 
的 基本 开 集 W 一 =<'(V) G 为 射影 X — x.) 满足 pa(w)CU. 
故 产 是 连续 的 。 于 是 若 失 出 KX)— 党 即 完成 证 明 ， 为 此 ,首先 
注意 队 X) 在 名 稠密 ， 这 几乎 是 明显 的 。 其 次 关于 各 < 8,， 0， 
86 A, &@ š2:8X, —> 0X, 为 的 扩张 {BXss 褒 } 做 成 逆 谱 ， 令 
YE lmpX,. 
因 Y 光 是 名 的 紧 化 ,故地 具有 扩 莫 7:6X -7 党 B KX) E S h 
WW, 故 KEX) — vX, W ye X— GQ). # xcpXK 一 X 使 
IG) 一 》， 因 骆 是 拓扑 完备 的 , 故 由 27.11, 有 度量 空间 六 和 连续 
映射 8:X -> M ，2 不 能 扩张 到 XU{x} 上 ， 因 可 设 为 到 上 的 映 
射 , 故 关 于 某 个 we A, 8 M — X,, g = n. É A.:6X — pX, 29 
ja 的 扩张 ,出 A(x) e eX. 一 Xo B a, = aZ, 8k 
AG) = Ff) € tC x.. 

这 个 矛盾 指出 KX) = Z, 

(2)>(3) 是 明显 的 . 

C3) 之 (1) 设 {X。s4] 为 仿 紧 7, 空间 XX 的 A 上 的 逆 谱 ,其 北 
极限 为 X。 对 于 a€ A, 设 mw:X 一 Xs 为 射影 。 设 为 X 的 基本 开 
覆盖 全 体 的 族 ， 因 Xe 是 仿 紧 的 , 故 其 所 有 的 开 政 盖 族 做 成 一 致 政 


1) 这 是 不 可 能 的 。 若 六 是 可 数 的 > 则 不 能 有 到 ! 上 的 映射 。 — 校 者 注 
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盖 族 0... 有 

@ = {zB ae: WU € Bera € A). 
Bx = lim X. & 9 是 大 的 一 致 覆盖 族 qu 0 — Sibi X Ë5 
拓扑 一 致 . 故 只 需 证 明和 关于 9 是 完备 的 即 可 . 设 多 为 X 关 于 
由 的 Cauchy 滤 子 ,车 SF 为 含 多 的 极 大 滤 子 , 则 S 具有 有 限 
交 性 质 且 是 极 大 的 , 故 [nl ClexF 成 为 BX 的 一 点 各 设 z& X. 


由 39.1 关于 凌 个 ae 4 有 #,G) $ X,(g,: 8X — BX, 是 mm 的 扩 
张 )， 对 于 各 点 yE X. f PK 到 它 的 邻 域 忆 ,使 各 (za 六 ClerD。 
fnXo):yeXe 成 为 g 的 元 ， 因 多 是 关于 @ 的 Cauchy 
汕 子 , 放 有 某 Fue 多 ,使 
Focra'(U,N Ko)。 

因 

#,.(ClxFO)CClex,U,, 
#k Z.) Ka, (Cl F). 5JE, E z € Iñ! ClexF , 故 


(xo) € 门 ElClexF). 


由 此 矛盾 有 z € X， 即 多 收敛 于 mm. 
393 推论 (1) 仿 紧 7, 空间 可 展开 为 度量 空间 的 逆 谱 。 
(2) 正则 Lindelef 空间 可 展开 为 可 分 度量 空间 的 北 谱 . 
证 明 () 由 39.2,27.13 得 到 ，(2) 是 在 39.2 的 (1) 之 (2) 的 

证 明 中 , 886 836 “2; 为 可 数 履 盖 , 则 用 几乎 同样 的 方法 可 以 证 

BB. 


| 


39.4 ”定理 《Mardesié-Pasynkov) (1) 仿 紧 7; 空间 X (dimX 
< n) 可 展开 为 度量 空间 Xe(dimX。 < n) 的 逆 谱 。 

G) 正则 Lindelsf 空间 X 《dimX < s) 可 展开 为 可 分 度量 
空间 X, (dimX, < n) 的 逆 谱 ， 

G) 紧 7T, 空 间 X (dimX < s) 可 展开 为 紧 度 量 空间 X。 
(dimX。 < n) 的 逆 谱 ， 

证 明 《I) 由 39.3 久 可 展开 为 度量 空间 Ye 的 逆 谱 {Y。,x?; 
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e€ AY. 2 T 29 ABSBPS HR TRIS 2 Ea ET 了 若 根 据 ECn 
XS <a, B|r 38. 现在 T 上 的 送 谱 5 定义 如 下 。 对 于 
k= 1,2,…， 设 天 恰 是 4 个 4 的 元 素 组 成 的 了 的 子 集 .对 于 各 
$m {ce} € Too € A, (8) 一 c。， 关 于 某 个 * > 0 对 于 各 9e Th 
k <n,#& v(a) € A, 满足 


车 5,%€ U Tis £ < ms li| >(£) < v(a), 


* x er,. 对 于 4 的 ?一 1 个 元 组 丰 的 所 有 于 集 5 任意 选取 
?CD)6 A,fË >(£) < >(9)， 于 是 ,对 于 各 二 ET 选 ?5)e4: 使 
3 < mË, n€ T, MJ >(š) < v(a). 
对 于 #6ET, 令 Z — Y,es3 S < n, ME a = wl EX. a1:Z,— 
Zs. 这 就 得 到 了 上 的 逆 谱 8 一 {24,p8} .对 于 备 5 €T, h:Z  — 
Yxe 为 恒 等 映 射 . 若 < 9 则 >(š) < pC), 故 {天 定义 映射 
F lim Z; — limY,(=X). 
显然 EUSBR A. 于 是 可 以 看 做 imZs 一 X. W m:X— Z, 
(全 ET) 为 射影 ， 令 5 Ti. H 36.9 存 在 度量 空间 Xs, dimX; < 5, 
连续 映射 
Bs:X > Xs, hs: Xe? Ze, haga > ma. 
对 于 任意 的 上 Til << 上 ,构成 到 度量 空间 Xi(dimX# < n) 上 的 连 
续 映 射 ge:X 一 Xs， 连续 映射 和:Xe > Z, 及 对 于 各 P < p, 3 
续 映 射 05: X, — Xe 潢 足下 述 条 件 . 
(A) bgs™ ge 一 gss uti = he, BOL = GL 
#' <; <. 
Beaer,. 2883 
gB:X— Xi, Š < n m: X — Z, 
车 应 用 38.5(1), 则 得 到 度量 空间 X. (dimX, < #) 和 到 上 的 连续 爱 
射 z+: X 一 Xw* 连 续 映 身 
9:X, > Xi, £ < h:X,— Ze 
满足 
Baga 一 jg = gas Š < n, 
233 。 


允 于 各 所 < xn 有 
pahsgn = pla = pe = hage = big; 
因 z, 是 到 上 的 映射 , 故 p84 一 he04 成 立 ， PIP. P < 5 < n, 
则 61, 一 601 成 立 。 于 是 对 各 ET 可 构成 度量 空间 Xs 和 映射 
Zee 9l,8 < n, 使 之 满足 (4)， 由 (4) 的 最 后 式 , 5' = 1X;,01) fk 
成 T 上 的 逆 谱 。 < X — imXe。 关于 各 <T， 若 考虑 映射 za: 
X — Xe B] £ < nf gs = 88 成立, 故 可 定义 g:X 一 入 ,使 
之 满足 848 一 gs，5 ET (6:X — Xs 为 射影 )， FESHER h = age 
Z 2, # <, 则 由 (4)， 
ua = pa = 919, — hb = fe 
Bar kafe X: — X 满足 
uf 一 H, ET, 
显然 fg 是 连续 的 . 对 于 各 二 ET ,有 
一 hdeg = eg» 

Ék fg = 恒 等 映 射 ， 而 g:X — z(X)XCX) 是 同 吓 映射 . 因 各 gs: 
X— 大 是 到 上 的 映射 , 故 8(X) 在 尽 中 秽 密 ， 假 定 存在 点 ?6 多 一 
2(X). & y = zf0). Buy, y 6 BBRU',U të U U = @. 因 
Ha: (X) X EEIJES0S , k V = KU' Y elX)) 3 JG) 的 令 
域 . 因 g(X) # 2 he. 1 E E Sy KCH <€ U n CX) 使 
JG) ETV. 因 存在 点 x'€EU'N gC《X) ,14 一 14) kS jl (X) 是 一 
一 的 相 肥 , 故 祷 一 gCX), 因 8 是 同 瞿 映射 , 故 逆 谱 5 为 X 的 展开 。 

(2) 在 (1) 的 证 明 中 , 若 将 度量 空间 全 换 为 可 分 度量 空间 , 完 
全 同样 地 得 到 . 

G) 在 (1) 的 证 明 中 将 39.3 换 为 37.10 ,38 36.9 换 为 38.3, 用 
局 样 的 方法 可 以 证 明 . 再 直接 应 用 (1) 或 (2) ,容易 得 到 . DJ 

39.4 《3 可 一 般 化 如 下 . 

39.5 定理 设 X 为 紧 了 ,空间 ,1" 为 平行 体 空间 , f:X~ I" 
为 连续 映射 。 此 时 , 存在 由 有 向 集 了 ,ir| =m, fT FASE EE 
空间 X, ,dimX, < dimX,# ET 了 所 组 成 的 逆 谱 1X:,211 及 到 上 的 连 
续 映 射 g:X 一 iimXs, 连 续 映射 hi lmXs > 1", 使 1 — hg. 
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G8 Xk AAB38395 T'BSDR8 ¿X — 1"， 即 得 39.4 
G).) 

39.5 的 证 明 设 4 为 |4| — m 853. 对 于 各 ce A. 131.3 
了 的 拷贝 , 而 "一 [ 1。. r = ë) 为 4 的 所 有 有 限 子 集 族 ， 若 


¿à 
依 #5C% 定 义 所 < mine r Wr 883 Xë er, 1 一 
TI Losers <a. q, — 1 38138, 则 逆 谱 {1,28] 为 1* 的 


a. 
展开 (37.8)。 设 xe:1" 一 14 为 射影 WET.G 一 1,2，…) 为 恰 由 
4 的 天 个 元 给 成 的 T 的 子 集 . 对 于 5 ETis 令 Xs = lo ge = =b 
h 一 便 等 映射 ， 对 于 某 > 1 ,关于 任意 的 5e mi < k, 设 紧 度 
量 空 间 Xe, 连续 映射 gs:X 一 Xe, hv: X, 1 及 对 于 各 吕 < š šE 
续 映射 名 :Xe 一 Xe 构成 如 下 . 

(1) # Age = refs > 1 则 dimXe < dimX, g, 为 到 上 的 卫 
826 P < 二 有 ge = bg. 

Wk n € P. 38 38.5(2) 应 用 于 映射 

ZF: X — X; Š < n: m f: X — L. 

得 到 紧 度 量 空间 Xv(dimX < dimX) 到 上 的 映射 go:X 一 X, ,Bk:31 

Ol: Xo > Kes hy: K, — ns gs == Oagns Ë < ahrgy = mil. 
于 是 关于 所 有 的 se r 得 到 请 足 (1) 的 空间 Xs, 上 映射 za Ao 62, 
Ë <a. 令 卫 一 U ro 38238 T' 上 的 逆 谱 {Xs，01:§ < w, Ë, 


k=, 
ne T'y, WIB GDOBE3M ge | 导入 连续 映射 
g:X — im Xy, ñ: im X, — 1", 
BB Aga = xb, 政 如 一 让 成 立 . 口 
39.6 推论 £ X,Y 为 紧 了 空间,f:X — Y 为 连续 映射 , 则 
存在 紧 T, 空间 Z ,dimZ < dimX, w(Z) < w(Y)， 和 到 上 的 连续 
映射 g:X — 2, 连续 映射 4:Z 一 了 ,使 hg = f. 
证 明 2 (Y) 一 mm, 则 可 视 为 YCP， 应 用 39.5 T f: X — 
YCI". 车 2 一 lim Xs, 则 dimxs < dimX， 改 由 37.6, dimZ < 
dimX， 而 且 因 w(Xe) < R,,## (Z) <m. D) 
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397 推论 着 有 为 正规 空间 , 则 存在 X 的 紧 化 eX, 使 
dimeX < dimX , (aX) < wlX). 

证 明 ”和 36.10 同样 地 可 以 证 明 。 若 w(X) =m, MUSIK 
XC I". 由 36.10 的 证 明 dim8X 一 dimX , 故 若 应 用 39.6 T 5 S Dk 
8 i: X — 1" 的 扩张 1:8X 一 1" 上, 则 得 到 的 空间 Z 即 为 所 求 的 X 
的 紧 化 . 

下 面 , 对 于 某 类 空间 族 {X。} ,dimX。 < n, 指出 存在 万 有 空间 
X,dimX < xz. 

398 定义 设 z* 为 基数 ,而 4 一 [a)25] Al 一 + 的 集合 . 设 
Rska € A) 为 实数 空间 R 的 拷贝 .。]] R。 的 下 述 子 集 H' 称 为 广义 


ea 


Hilbert 空间 , 
GQ) * 一 (te)E ][ R。 关 于 至 多 可 数 个 ee A, z, > 0 BE 


ry 


于 2 双 为 收敛 时 是 H* 的 点 . 


“关于 各 xz 一 G), = GO e I, E 

， x 

dlrsy) (z (z, yo ， 
则 < 给 与 H' 的 距离 ， 在 P" 中 按 这 个 虐 离 4, 恒 可 给 与 号 离 拓扑 ， 

399 例 若 X 为 w(X) <+ 的 度量 空间 , 则 X 可 幅 人 寺中， 
BI B" E: w(X) < z 的 度量 空间 族 的 万 有 空间 ， 为 了 指出 这 一 结 
果 , 设 
i= [Ui € TI, i= 1.2, 17 

为 X 的 a 局 部 有 限 基 , 且 1Ti| <rG8.). B & U, 25383. & 
存在 gine C(X, D Ë X — U, = pQ). + 


ged = po /1+ X) Ga), ze x, 


£ 
因 27, 是 局 部 有 限 的 , 故 q, 是 连续 的 . 因 
> G.G) < 1, 


<, 
故 关 于 各 x,y 8 X, 
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BD) (aa G) — q G) < 29 


eT 


成 立 . 令 
f.) 一 £ qi(8), z€ X, 


NJ, 如 GG》 < 18338 Q.G0) ise G= 12 
可 看 做 于 -的 点 ，( 注 意 | Ü r,| < rikaq; 一 可 定义 为 一 
Coe)) sx X。 今 指出 疡 X — KX 是 同 凸 的 。 任 取 z6X，s> 
0. ERM N (Ë 2-5 < e/4, Buz BAHRU ET i < N, Ë 
它 权 和 2 的 有 限 个 元 相交 ， 设 U,.., SU, 为 和 如 相交 的 
U ,的 所 有 元 . 若 取 x 的 名 域 PCD ,使 

£=1 


[Haa 一 ji] < sfV/26 ye V i= 1.2, s 
因 V 和 Vo 以 外 的 【BV; 8936748 , WO 
Y 


" | ; 
> >; G.G) 一 如 CD》 < ye v. 


又 有 
X 51 GDh Dg 一 oO) 
¿SNT ;a€T; ¿sy 2" faery 
<>. 2 < 
2 
于 是 


dF), fG)) < e, 
即 f 是 连续 的 .了 显然 是 一 一 的 , 设 z€ X 而 了 为 * 的 邻 域 . 取 ze 
U,CU, U. 6 Bi, Š$ £ = fu @). 若 取 KX)31Cy) 使 2CKeD， 
16) < s, 则 后 07 > 0, #&y€ U CU, TE P (X) X E 
连续 的 . 


D 828 22 《qelx) 一 zia(y))<4, Hy; 本 证 明 的 最 后 两 个 估计 式 也 需 作 相应 
的 改动 。 一 一 校 者 注 
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39.10 定理 《Pasynkov) Rr QK n = 0, 1,22... 天 
于 所 有 的 正规 空间 X(dimX 一 s, (X) = 77 的 族 , 存 在 满足 下 述 
条 件 的 万 有 空间 PCr, n). 

GQ) P(r,n) 是 紧 了 ,空间 ， 

(2) dimP(z,a) = z E. o(P(r,n)) = z, 

证 明 ”将 正规 室 间 X (dimX — z, (X) — r) 的 族 分 为 同 胚 
组 成 的 等 价 类 ,由 各 类 各 选 一 个 代表 元 , 设 其 族 为 一 {X。:a€ A). 
荐 a s=, MJ X。 和 Xs 不同 肽 。 而 任意 正规 空间 X, dimX = xz, 
w(X) 二 rf 和 基 个 X, 同 胚 . 设 了 二 UJ 8Xe( 拓 扑 和 )。 因 dim 8x, 


eA 


== (参考 36.10 的 证 明 ), 故 由 36.6 ，dimy 一 dimpY — n. H 
w(X。) 一 TY， 故 存在 嵌 人 大; Xe 一下， 设 瑚 :8X。 一 天 为 大 的 扩 
BOH IX. 一 和 定义 关 了 -> 于， 令 守 687 一 7 为 1 的 扩张 ,由 
39.6 有 紧 7, 空 间 P(r ,n),dimP(r ,n) < dim8Y — n, (P(r ,n))< 
w(1") 一 +, 和 连续 映射 
g:8Y —>P(z,n), h:P(r,a) > Ir, f — hg 

存在 ， 关 于 各 ee 4; 因 用 Xe:Xe — J.C X.) CI JHIBEBS kz] X.: 
Xe 一 Pryn) 是 嵌 和 人， 于 是 P(r, n) 是 对 于 8 的 万 有 空间 ,为 了 
指出 


dimP(z, s) = #, wlP(T, 1)) = 7 
EE X,€ O, 由 39.7 X, 的 紧 化 了 。， 
dimY, = #,w(Yo) = z 
存在 . 某 X, € O 3 Y. JEE, 因 X,CP(r, n), 故 s — dimX, < 
dimP(r , n) (36.2), 
+ = “(X ,) < wlPlr, n)). 

于 是 ,有 P(r,#) = n, e(P(r, n)) = z. 

39.11 引 理 jJ 4 为 完全 正规 空间 X 的 任意 子 集 , 则 dim4 拓 
dimX . 

证 明 设 {zy 为 4 的 开 集 组 成 的 有 限 覆 盖 . 关于 各 i, 取 X 的 
M VoV Y A= Vis 令 日 一 U Vi。 因 太 为 X 的 开 集 , 故 为 F。 
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3. 故 存 在 X 的 闭 集 Fj,j 二 1,2,-... fE H — UJ Fi. H 362 
了 


dimF; < dimX， 又 因 互 为 正规 的 故 由 36.6 有 dim 中 =< dimX. 因 
{Uj} 是 吾 的 有 限 开 覆盖 , 故 存在 {Vi} 的 有 限 开 加 细 【 本 ,其 阶 数 
< dimX + 1， {Wi 间 4} 是 {U1} 的 开 加 细 , 且 其 阶 数 < dimX +1, 
于 是 dim4 =< dimX. 口 

当 X 为 正规 空间 时 ,此 引 理 一 般 不 成 立 。 

39.12 定理 ir 为 基数 ,n = 0,1,2…。 对 于 所 有 度量 空 
间 X(dimX = a, (X) — z) 的 族 , 存 在 满足 下 述 条 件 的 万 有 空间 
M(r, n). 

G) M(r,n) 是 度量 空间 。 

(2) dmM(r, ao) 一 2 目 w(M(r yo)) 一 r. . 

证 明 ”和 39.10 同样 地 进行 证 明 。 将 度量 空间 X(dimX — n, 
(X) = z) 的 族 分 为 局 耳 组 成 的 等 价 类 ， 由 各 类 各 选 一 个 空间 设 
25 (X. € Ay. 设 Y — UJ X。 为 拓扑 和 .。 由 39.9 fF ERA n: 


Er 


X,— Hr， HH JX, — J, WE F,Y — H. Ej dimY = z, w(H') 一 
r, 故 由 36.9 存在 度量 空间 

M(t n), dimM (7 n) S a, #(M(z, 1)) < r, 
和 连续 映射 

g:Y > M(r,n), h:M(r, n) > H', J = hg. 
BX. 是 谤 人, 夏 g1X。 IRA. H 39.11， 

n = dimX, < dimM (z ,4). 

# dimM (z ,n) — z, Tü R 2848 w(M(ryz)) = r. FE M(z, n) 
即 为 所 求 的 万 有 空间 . 口 


$ 40. Smirnov 定理 


401 定义 设 X 为 8 空间 ， 在 5.M 中 ,XX 的 有 限 开 覆 盖 
{Di 一 1 有) 存在 有 限 囊 盖 {B = 1... AHE R,€UG = 
1 有时 ( 即 瑟 8(X 一 还))， 称 为 83 开 材 盖 . 令 eX 为 X 的 
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Smirnov 时 化 ,关于 X 的 开 集 也, 置 
O(U) = ¿X — Cl,x(X — U) 

(参考 29.10,29.12). 由 xX 的 性 质 显然 有 {zi} 是 和 的 3 JE 覆盖 的 
充 要 条 件 是 {0(U;)} 是 x 的 开 覆 盖 (S.L). 的 开 集 族 {DU,:i = 

56 kh B= X— Ú 0; 是 紧 的 ， H.J B 654838 JF S sU 
时 ,DB 一 1 .村 是 xX 的 5 开 懂 六， 这 时 称 为 5 绿 履 芋 或 ， 
简称 为 缘 覆 盖 . 剩余 xX 一 X 以 N, 表示 . 在 本 节 中 所 有 的 空间 
都 假定 是 T, 的 ,上 述 记 号 不 加 说 明 耐 使 用 之 . 

40.2 命题 W [U,;i 一 1 为 8 空间 X 的 开 尝 族 , 且 
B=x— Ú Ui 是 紧 的 , 则 下 述 条 件 等 价 。 

O (z, 2558 86, 

k 
@) VN,= x — xc U o(U). 
it 
* k 

G) o (U u) = U DID 

《4) 关于 任意 开 集 U>B,{U; —U)E 5 空间 和 一 如 的 5 无 
B. 

证 明 《1)>(2) 设 xE N.， 取 B 的 开 邻 域 口 ,使 x& CI U, 
因 {U Ui} 是 6 EDS, 

* 
sx ~ oY (U oz 


i=1 


Bi 


*#& O(U) ik z € Ú o(U). 


(2)==>(3) B=X— Ú U,= x — Ü O(U). 
X B kk X 的 闭 集 ， 故 一 
-ar-ocx-D-olua u), 
这 意味 (3) 是 正确 的 . 
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G= 设 吕 为 B 的 开 邻 域 ， 由 (3) 
LJ * 
«xX— B= o(x—sB)—o(U oj- U on， 


i=1 


故 有 N 
Cl (X — UCuX — UC U o(uU),. 


>. 
车 令 
U;= O(UDN Cx (x — U), 
üU Ras |a] Ci, (X 一 U) 的 天 覆 次 ， 故 为 它 的 6 Fw ( 参 
考 29.5), 而 
UN(X—U = U, — U, 
#U,— UE X — UB 6 TB PS. 
(4) 过 (1) WUDB6F3 BBA IK B€U. 实际 
上 , 因 
BNCLx(X —U)=— %@, 
故 B5X — 了)29.5)， 其 次 取 开 集合 了 ,本 ëpeeyew uU. 由 
(0){U; 一 V1 是 X 一 V 的 5 开 覆 盖 , 故 存在 X 一 了 的 覆盖 
{Hisi= 1 k), B,CU, — V, HX VU). 
由 (Hi 一 印 )8V # (H; — W)8(X — U), 58 W(X — U). H 
Lj 


U G#—wWw)yUw = X,#(U,U,i = 1,:--. 41 8 JBS. 


403 定义 2 X25531. WT X60 FES SBS {Di}， 
ARS IV i). ord{ V) <n + 1 E # Vi; 被 某 个 Ui 包含 时 , 写 做 
din°X < s, 829 ó 空间 X 的 绿 维 数 不 超 过 #， din°X <s B. 
dim°X 263 一 1 村 , 写 做 dim"X — 5, 称 为 X 的 委 维 数 是 . 

404 定理 (Smirnov) 设 居 为 正规 且 可 数 型 的 5 空间 ， 这 
时 ,有 dimN, = dim=X. , 

使 用 下 述 引 理 给 与 证 明 ， 

405 引 理 设 X 为 正规 且 可 数 型 的 3 空间 , T (Fail, 
… 对 为 Ne 的 闭 桥 盖 , 则 有 aX 的 开 集 族 {0), 使 USF, 一 
1 
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证 明 关于 ord{F;} 使 用 归纳 法 ， 设 关于 ord{ F) < k 时 
引 理 成 立 , 令 ord{ Fi} = k. 设 行 ，…，#n} 的 恰 由 个 元 组 成 的 所 
有 子 集 的 族 为 7 一 (J). + 
已 一 门 Psreyy 


出 因 {B:re 7} 是 Ne 的 分 散 闭 集 族 , 故 由 应 用 28.14, 关 于 各 re r, 
取 zX 的 开 集 W, H,CW > 使 之 车 se 则 于 ,站 太一 人 县 若 
i&s M] w. nF, = @. #& X, =uX— U w,. WJ 


ord{ FiNX} < k — 1. 
于 是 可 取 X, 的 开 集 族 V P 8 F, XCV; B IF,nX,) = (Fi). 
关于 各 六 若 令 


U, = v,U( U w). 


EY 


则 {U0;) 即 为 所 求 . 
40.4 的 证 绷 “ dimN, < n. WU ii = 15: 5k] 25 X tB 


L 3 * 
Ne B= X— UJ Di 由 40.2, NC ioO(D, 因 me 为 正规 
i = 


的 《28.14》 故 有 Ne 的 闭 窗 盖 
{Hi}, HiCO(UD), i= 1, + 15 
其 阶 数 SC n + 1. 由 40.5 存在 wX 的 开 集 族 
l, HCVCOCUD, i= 1s, ks {Hi} ~ (Vi). 
若 令 WW; 一 V, YX, WJ 
Ü 0(W;)5 Ü y D Ú Hi = Nes 
i i = 
故 由 40.2,{W 4} Eka 8 
W.CU;,i = 1,--- ord{W;} < ordí V,] < n + 1, 
于 是 dim=X < 成立. 
反之 , 令 dimX <a, 设 {Gi 一 1 对 为 Ne 的 开 攀 盖 . 
因 M. 是 正规 的 , 故 存在 它 的 闭 材 效 [H;), 及 CG 一 1 
由 28.14, 对 于 各 i 可取 wX 的 开 集合 
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Uss B ,CU,, NeN CxUCGs, 
若 令 
Vi XNUsim ls, 


则 由 40.2 (7, 53835. 因 dim*X < n, kete Ek Es 
(W ap= 1, 1. ord{ Wi} < a + 1, 
且 各 W; 被 某 个 六 包含， 由 402 10(W YES No r 
L; = N, D O(W ). 
考取 W CY, 则 有 i 
O(W;)C0O(VOCCLxV;CCI U, 
#kiH N, 'C1LIU,C G, # L,CG,. 于 是 {Lj:j 一 1... 13 N. 89 
开 覆 盖 且 为 {Gi} 的 加 细 , 又 有 
ord[ L,] < ord{ OW))} — ord{W,} < n + 1, 
于 是 dimN, < n 成 立 . 口 
406 定义 ”空间 X 对 于 各 点 +& X K EAR V tF F V 
的 开 令 域 U, 且 BryU 是 紧 的 时 称 为 绿 紧 《peripherally compact)。 
局 部 紧 T, 空间 ，indX = 0 的 空间 等 是 绿 紧 的 ， 设 X 为 绿 紧 
了 ; 空间. XX 的 基 g 当 : CD 关 于 各 UE =, "BryU 是 紧 的 ， e 


Uie Z2,; = 1, k B| X — 8. Uv A us 0, — 8, 全 属 


于 @ B. k x 38. X 的 开 集 ,而 BU 是 紧 的 所 有 族 , 豆 然 作 
成 =* 基 ， 称 之 为 极 大 = 基 。 

40.7 命题 ix XE T, 空间 ,而 2 为 = 基 。 对 于 A, 
BCX，, 有 某 UE # të 4CUCUCX — B 成 立时 确定 为 45B. 
由 此 定义 X 是 3 空间 ,其 3 拓扑 和 X 的 拓扑 一 致 

证 明 ”必须 指出 29.1 的 一 Ps 成 立 . P.P, P, 是 显然 的 。 车 
U,Ve 2, MW)U UV € Ə , #k P, EBR BS, 今 证 明 P;。 首 先 证 明 

G) #F2PERE eE F W| (zF. 

存在 +EUCX 一 F,UE Z. H P, F y € BryU , 有 它 的 
领域 Py 6 28 ,z C V,. W BryU 是 紧 的 , 故 有 yis i= 1... k. 使 


: 
ByUC UP 
= 
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x 
#& w =U— Ú V,, 则 WeEBB 有 xEWCBCUCX—F, 
= 


故 {z]5F。 
为 了 证 明 己 , 令 45B、 可 设 4 和 8 都 是 闭 集 ， 有 
ACUCUC X — B, Ué # 
存在 . 由 (1) 关 于 各 *6 ByU, 8 
Vi€ @,V,n(4UB)= @ 
存在 , E il, k IË 
* 


ByUC U V... 
车 令 
x A 
v=U— UV,, w=-uy(U 7 小， 


i= “=i 


MJV, W € #@. 因 
ACVCPCUCICWCWCX— B, 
#3E2 DU = C,4 一 U 一 D, 则 
X = CUD, A5D, BEC, 
最 后 ,由 () 知 5 拓扑 和 XX 的 拓扑 一 致 . 
408 定义 设 多 为 练 紧 了 ,空间 X 的 < 基 ， 在 40.7 中 的 8 
空间 称 为 由 2 诱导 的 5 空间 .其 Smirnov 紧 化 称 为 由 多 的 < 
紧 化 , 记 为 uaX. 
409 命题 # 络 为 绿 紧 了, 空 间 X 的 极 大 < 基 , 则 nsX 为 
六 的 完 金 紧 化 . 
证 明 设 4CX, U 为 4 的 开 邻 域 且 45BryU。 必须 证 明 
AB5(X 一 U). 由 45BryU 有 ACU， 由 5 的 定义 ,有 
ACVCVCX— BryU, y € s 
存在 , 若 令 WW 一 UNV, 则 有 
Bryw Cy NCBryU UBryV) — Bryy, 
#k BryW 是 紧 的 ,于 是 WE @z. 因 4CWCWVCU, 故 A5(X 一 
D). 
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4010 定义 空间 X 对 于 任意 的 王 , FCX,，E5R， 有 紧 集 
C 存 在 ;使 (DX 一 C=UUV,ECU,FCV,UNV 一 芳和 7 
为 开 集 . 《2) 取 BS EEST SAR W (U — W)5(V 一 玉 ) 时 , 称 

40.14” 引 理 。 关 于 正则 Lindelsf 空间 X， 

indX = 0, IndX — 0, dimX=0 

是 等 价 的 ， 

证 明 由 14.5, 只 要 证 角 着 indX 一 0, 央 IndX 一 0 即 可 ， 设 
4 为 X 的 闭 集 , 而 可 为 其 开 邻 域 . 因 X 是 正规 的 (16.8), 故 可 取 开 
集 V, 使 4CVCPCU， 关 于 各 x& 取 它 的 开 且 闭 的 邻 域 V。， 
使 车 ze V .W|V,CU S KX — V, V,CX — V. W(V;: = 
1)2，……} 为 Ps:zeX} 的 可 数 子 政 盖 ， 设 


-1 
U,= V,U,=V,— U Vp i2>1,% {Ui 12... 
i=1 


若 令 
W = U(U,e :UNT = ó), 
则 有 
X—w = U(U;e %:U,nY = $}, 
故 罗 是 开 且 闭 集 而 且 有 4cCw cu. D 
40.12 定理 (Smimov) 设 X 为 正规 且 可 数 型 的 5 空间， 
dimN, == 0 的 充 要 条 件 是 X 是 近 性 缘 紧 的 但 非 紧 的 . 
证 明 必要 性 设 dimwe 一 0, É 40.4 dim°X < 0, BEESF, 
E,F CX。 取 开 集 Gi, Hi, i = 1, 2, 使 
EEGEG,, FEWEH,, GEX— H, 
则 {XX 一 马 ,* 一 总 } 是 5 覆盖 , 故 当然 是 绿 覆 盖 ， 于 是 存在 它 的 
加 细 绿 履 盖 {Wi},ord{Wi} 一 1. 令 
G= U{WiwWNGz @),H UWiWNG, ~ $}, 
则 GNH = ,又 
B=X—GUH=X— U w 
7 
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是 紧 的 , Hü 1G,HY Eki 8. 令 5 = B 一 G,U Hh, 今 证 明 C 满 
足 40.10 的 条 件 , 令 
U=GUG,, V= HUD, 
则 
x—c=uUv,UnV = @,ECU,FCV. 
25 CB. SARRIBCU 一 WwW)a(Y — I). 
考虑 分 解 
U—W = (G— WUG)U(G,— W), 
V—W —= (H— W UR;)U(HR, — W). 
H G;j8H, 有 (G: — W)š(H, — W), 又 由 日 CX 一 G1 有 G5H; 故 
《Gs 一 罗 )(H 一 WUH)， 同 样 地 由 GC X — H, # G5H,, Ë 
(G — W UG)8(H, — W). 因此 只 要 能 证 明 
(G — W UG2Ə8(H — W UH,) 
即 可 . 但 (G,H) 是 缘 覆 盖 ;, 而 
B — X —GUHCWUG,UKE, 


又 因 
G— W UG, = G — W UG;,UH, 
H—WUH,— H— WUGUH,, 
[G — W UG;, H — W UHR,)šE 8 zz i] X — W U G;UH, ËJ) 5 J 
3&,G H = $, 故 有 
(6 — W UG;)8(H — W UR). 
充分 性 ”由 28.12 Ne 是 Lindelóf 的 , 2& Hi 40.11 F ZE BH 
indN。 一 0 即 可 .x6e N,, W 25 x £ N, ËJF 538. Iz &ux — W 
《一 是 在 X 的 闭 包 ), 故 可 取 wX 的 开 集 W, 使 
r€ W. aX 一 WEW,, WNW, = %, 
因 
(X — WXNB,), 
故 对 
E= XñnW., F = XN, 
存在 满足 40.10 Bp 3 F(1D. (2289388 C, 开 集 U V, të x np, C 
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U,x0W,CV,X— c =UUV,UnV 一 @. 因 {U,V} 做 成 X 的 
缘 材 盖 (40.10), 8& N,CO(U)UO(V)(40.2), 由 UNV — ó, # 
o(U)ñno(v) = 9. 又 因 
O(U)Co(X — Wm) Cu — Wp 
故 有 
z€ N,.ñO(U)CW. 
Nen 0(DU) 在 N. 是 开 且 闭 的 , 故 证 得 indN. 一 0. 口 

4013 推论 设 X 为 正规 且 可 数 型 空间 。 XX 具有 紧 化 aX， 
dim(eX — X) 一 0 的 充 要 条 件 是 X 是 缘 紧 的 但 3F 紧 的 . 

证 明 必要 性 ”考虑 确定 紧 化 aX 的 X 的 5 拓扑 ,由 40.12,X 
关于 这 个 5 是 近 尾 绢 紧 的 ,而 5 拓扑 与 X 的 拓扑 一 致 , 故 XX 是 缘 紧 
的 . 

充分 性 若 X 是 绿 紧 的 , 取 任 意 的 * 基 2 ,2%JË H 细 确 定 的 
3 拓扑 。 由 40.8，40.10 及 = 基 的 定义 ，X 是 近 性 缘 紧 的 。 故 由 
40.12, Smirnov 紧 化 ,aX 满足 推论 的 条 件 . DJ 

40.14 推论 (Freudenthal-Morita) 涛 X 是 缘 紧 T: 空 间 但 非 
紧 的 , 则 具有 极 小 的 完全 紧 化 aX ,使 nd(aX — X) = 0. 

征明 设 多 为 X 的 极 大 < 其 ,考虑 由 S 确定 的 85 拓扑、 车 
令 上 — paX, 则 40.12 的 充分 性 的 证 明 指出 ind(aX — X) = 0. 
再 者 由 40.9 X 是 完全 紧 化 ， 由 ind(aX — X) 一 0,pX — X R st 
型 集 , 故 pX 又 是 点 型 紧 化 . 由 30.10,pX 是 极 小 完全 紧 化 . D 


习 题 


7.4 ”对 于 空间 X， 的 任意 有 限 正 规 开 侨 盖 % 有 其 加 细 有 限 正规 开 和 性 
S y. oray < a + 1 时 ,定义 dimex<sa。 (1) 若 站 是 正规 的 , 则 dimtx = 
dimX, (2) 车 六 为 完全 正则 的 ; 则 dim*X=dimpX。 

7.8 设 S=(X.,sË) 为 A=(a) 上 空间 XxX。 的 道 谱 , X=limX。， x: 
X—x, 为 射影 关于 各 e€ A, 取 4.CX。， 使 得 车 <8Bs WJ aË(a,)C 4,. 3 
BRBIB = 14, Bl lima, 和 xX 的 了 信人 站 ma" A, |RJBE, 
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7.C 设 5 一 {Xez8} 为 4 上 的 道 谱 ;X=1imx。; 令 4CX, 而 A.==.(4). 
考虑 道 谍 5. 一 {4or8}，(1) lim4 和 门 过 (ze(4)) 同 硅 。(2) 着 4 为 x 的 
- s 
BJ3E.11 
4= [| =a, (a)) = 门 m'(clxome(4))。 


ed a“ 
7.D 设 5={x。 玛 } 为 有 向 乐 A= (e) i B92s [8] X, 的 逆 谱 * 而 4 为 4 的 
共 尼子 集 , 汐 虑 A' 上 的 逆 谱 
5 ={Xe, nla, 0 € A}, 
着 站 开交 一 下 为 身影 、 则 ln, 给 与 Jinx 到 iX, EAS 
a 


“eA 
BE. 

7.5 车 5 = {xo, 友 为 紧 T, 且 连 通 的 空间 X, 9398 Ml limX。 是 连通 
的 。 

7.F 设 5 为 四周， 为 次 于 1 的 质数 。s 表示 绝对 值 为 1 的 复数 * 的 
集合 。 设 s.G=1,2,...) 2 S M9E8DL, mit':Sa S 定义 为 

(一 可 ES 

WIB (S mtu l,2,... 的 道 极限 称 为 模 宇 螺 线 ， 记 作 57* 则 只 是 连通 的 
但 非 弧 状 连通 的 . ` 

7.G dimx=0 的 紧 度量 空间 X BBT SRI (T, zi 一 1 2... 
T, 为 有 限 点 集 ， 于 是 任意 ¿imx=0 的 可 分 度量 空间 X 可 雹 人 Cantor 集 C 
rh. 

提示 Ex 的 有 限 开 覆盖 列 

一 人 ET erdg6=1, Bir <q, 
使 各 四 的 直径 <1/i,+ 一 1,2，…。 车 太 ' 为 加 细 鼎 射 T... — T, 《 玲 一 确 
定 ), 则 {7; ,z+ 疏 给 与 X 的 展开 .由 39.7 ,存在 X 的 紧 化 
“X, dimeX=0, m(eX)< Ww. 

故 若 应 用 上 述 事实 于 aX 则 得 到 后 半 结 果 。 

7.H 空间 x 的 小 归纳 维 数 indx, 大 归纳 维 数 dx 可 归纳 地 定义 如 
T: 对 于 各 点 x 及 其 任意 邻 纺 丸 ,存在 = 的 开 邻 城 忆 使 Uc B. 

indBryW& n — 1 

时 ,定义 indx<=a, 对 于 各 闭 集 F ti fE F BDP SSER U tE Uc W, 
R. IaBryU < n — 1 Bb, SER indX < z, (63 undX < 0, Iadx < 0, £ 
38 10.7.) 试 证 下 述 事实 成 立 。 

(1) indx < Indxy 
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(2) x DSM, B) dimx < hdx, 
(3) 3 x SIEBG9J,RI Indx < Indpx。 
提示 《2) 根 据 轨 纳 法 ， 设 max < 5, 而 {i} 为 x 的 有 限 开 懂 盖 ， 取 xX 
的 闭 履 盖 { 玉 使 Fc, 取 开 集 B, E 
RCHCHCU, IndBryHi < n — 1, 


由 
Sim |] ByH: < n — 15 
几 充 分 小 的 X 的 开 集 族 {Zijyordf7i} < a ,BRië UJ mn; 车 取 使 
U Bon,cwcmwclJ v, 


的 开 集 W, 则 {Hn (2—W)) DLS.) SB (W. V EU] 
的 加 细 且 ord(W,,V J) < e + 1, 32 x JE D, ` 
Clsx(BryzU) = BrysxO(D) (30.7), 

故 
BrysxO(U) = 8(BryxU), 
于 是 (3) 也 容易 用 归纳 法 证 明 . 

7.1 车 为 正则 Lindelat 空间 , 则 dimX < indX。 

握 示 “” 依 归纳 法 ,用 和 40.11 同样 的 方法 证 明之 。 

ZJ 在 完全 正则 空间 x 中 下 列 事实 等 价 。 

(1) X 是 实 紧 的 

《2) X 可 展开 为 可 分 度 最 空间 的 道 谱 ， 

《3) X 可 展开 为 正则 Lindelit 空间 的 逆 谱 。 

提示 ”使 用 5.1, 取 和 39.2 的 证 明 疝 样 的 方法 . 

7.K 设 4= 一 舍 }] 为 有 向 梨 ，{osx:5E 4} 为 的 紧 化 族 , 且 车 < n, E, 
32E 4) 则 xiX < =,X, 令 n:e,X—eX 为 射影 , 则 道 谱 (a;x, x) PPW BIR 
KX 一 limasX 为 (zeX:86 A) IJ EAS, 

ZL 设 X 为 正规 空间 ,二 ;xX 一 X(i 一 1，2，…)》 为 连续 映射 , 见 满 足下 
述 条 件 的 X 的 紧 化 ?+X 存在 。 

G) Ü%(zx)=%(X), dimrx < dimX, 

(2) p RAP3k hpiyx—rx, 

提示 E 39.7 存在 x 的 紧 化 

e,X, e(a,X) = OCX)，dimaix < dimX, 
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设 如 :XX XEM, Y(i= 0.1...) a x 的 找 册 ,78x 一 下 Y 3 
-， 
X Ka)= (6b(z2)). 85 是 方 的 扩张 ， 由 39.6 存在 
X, z: 8X—aX, caoTI7) bey, 
令 
pi 一 mh;a,X—eX, Hi RY 
为 射影 、 因 al x X20308 x 是 到 的 紧 化 且 对 于 各 六方 具有 扩张 
B=, 
钛 续 这 个 操作 得 到 紧 化 wxX IS B 8 (zx, niy. 关于 各 j, h RAE 
ft; aX—x, J| YX—lima;x 即 所 求 的 紧 化 。 由 于 对 各 
a 


成 立 , 可 知 j 是 可 扩张 的 (参考 下 图 )。 


a 性 wx 一 
E F 


qx eK ov 一 
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第 八 章 Arhangel ski 空 间 


$ 和 1. 集合 列 的 收 化 


414 定义 对 于 空间 X 的 于 集 列 {U1}, 考 感 下 述 条 件 。 

(1) UDUD 

(2) 落 令 天 一 NU,, 则 KK 为 非 空 紧 集 。 

(3) 上 述 K 为 非 空 可 数 紧 集 . 

(4) 下 的 任意 邻 域 含有 某 个 Ui;。 
满足 C1),(2),(4) 时 , 称 为 {DU} 收 化 于 天 ， 满 足 (1),(3),《4) 时 , 称 
为 {5} eak K. 

41.2 命题 ”空间 xX 的 收 化 集 列 {U1}, 有 集 列 [G,} ,对 于 各 
有 UG = @ H. G,ƏG,,, BG.) EW 6889. 

41.3 命题 若 1:X 一 Y 为 连续 映射 , 且 {D7} 为 X 的 收 合集 
列 , 则 {UD)} 为 了 的 收 合集 列 . 

这 些 命题 是 简单 的 习题 而且 收 钱 改 为 所 收 化 命题 也 是 成 并 
的 . 

AAA 定义 ”空间 XX 是 点 可 数 型 (point-countable type》 或 拟 
点 可 数 型 是 指 对 于 x 的 任 一 点 ， 存 在 它 的 开 邻 域 列 是 收 伊 或 拟 
收 敏 的 。X 是 点 可 数 型 的 充 要 条 件 是 任意 点 被 具有 可 数 特征 的 紧 
集 包含 . XE 4 空间 是 指 若 对 于 X 的 任意 点 *， 存 在 它 的 邻 域 列 
{D0,) ,使 得 若 z e U.i € N, 则 点 列 [z] 具有 接触 点 ， 

41.5 命题 (i) 可 数 型 空间 是 点 可 数 型 的 。 

(Q) 点 可 数 型 空间 是 拟 点 可 数 型 的 ， 

G) 拟 点 可 数 型 空间 是 4 空间 . 

(4) 正则 4 空间 是 氢 点 可 数 型 的 . 

证 明 设 全 空间 为 X,《1),(2) 是 显然 的 。 
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OG) & (v) 是 氢 收 伍 于 含 = 的 集合 的 开 集 列 ， 设 we 
P, = (xj 22 i, K = nV;, WI  YLRD8 BNK * 必 。 
因为 可 数 紧 的 , 故 CNn Fi) 由 K = 多 。 若 由 此 左边 取 点 y 则 是 
[oz 的 接触 点 ， 

GO) 当 { 呈 } 是 点 = 的 邻 域 列 且 < eV, 时 ,{xi} 有 接触 点 ， 取 
* 的 开 邻 域 列 {0,}, 使 对 于 各 i,，DimCUCV; 成 立 ， 若 令 天 = 
NU， 则 因 K 的 点 列 在 K 中 具有 接触 点 ， 故 K 为 可 数 紧 的 (参考 
222). 假定 IU) 不 是 天 的 邻 域 基 , 则 存在 K 的 开 令 域 U ,对 于 各 
记 必 须 有 Ui 一 口 关 多. Hz € Di 一口 , 若 ? 为 {xi} 的 接触 点 , 则 
y& K. WO e,8 y 尺 可 ,此 式 表 示 了 不 是 {x。, xon1，,……} 的 接 
触 点 ,从 而 发 生 矛 盾 。 

41.6 命题 设 X 为 7; 空间 ,天 为 其 紧 子 集 , 且 有 可 数 特 征 。 
设 工 为 尽 的 紧 子 集 是 为 Gs R. 此 时 工具 有 可 数 特征 ， 

证 明 取 玉 的 开 邻 域 基 {04},U.0, 汪 .…。 取 X 的 开 集 VV;， 
使 一介 Pi， VV"。 对 于 各 i 取 开 集 W; 使 LCWiC 
UNVi KW. CWINK, WC Wi 设 {Wi} 不 是 的 邻 域 基 ， 
则 存在 工 的 开 邻 域 口 ,对 于 各 i,W; — U 多 成 立 . #E K — Ú th 
必须 存在 点 列 me W, 一 品 的 接触 点 x。 另 方面 (zozaa |C 
色 ;A WD)NK 一 工 , 故 x& 上 发 生 蔬 慎 . 

41.7 定义 今 给 与 空间 X 及 其 于 集 5，X 的 开 集 族 多 是 5 
在 X 的 外 延 基 (outer base》 是 指 对 于 5 的 任意 点 * Ktp aRU, 
存在 多 的 元 B, 使 +éE BCU。 5 的 外 延 基 的 基数 的 最 小 者 以 
wx(S) 表 示 ; 称 之 为 3 在 X 的 外 重 数 ， 当 S 为 一 点 x 时 ,在 28.8 中 
导 人 的 x 在 X 的 特征 Xx(x) 和 wx(r) 一 致 . 

41.8 定理 设 Y 为 7, 空间 ,kK 为 其 紧 集 、 于 是 

wy(K) 一 max(Xy(K), w(K)) 
成 立 . 在 此 Xy(K) 是 KK 在 Y 的 特征 而 w(K) 是 KK 的 重 数 . 

证 明 < r= max(X(&), w(K))， 当 rt 为 有 限时 , 定理 显 

然 成 立 ， 而 且 显然 有 wy(K) 2 *, 故 当 z 为 无 限时 证 明 wy(K) < 
即 可 . W(U(a);a € 4}(14| 扎 7) 为 K 的 基 . 设 {V(7Y):r € C) 
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(1C| <r) 为 K 在 Y 的 邻 域 基 ， 令 
B = ((a,P0) € A X A:U(a)Ə (05). 
因 Y 是 了, 的 , 故 对 于 各 《a,8)& B ,存在 Y 的 开 集 Ulas8), 使 Y 一 
(K — U(2)2ƏClu(a, 80) ƏU(a, 0)ƏClU(0). + 
W(a, B, r) = U(a, BNVGY), (a, 8) 6 B, y£ C, 
W(8), à € B X C 形 的 集合 的 所 有 有 限 交 组 成 的 族 设 为 多 ， 则 
| 多 | <<=. 为 了 证 明 多 是 天 在 Y 的 外 了 延 基 , 设 ?为 的 任意 点 ;U 
为 合 ? 的 的 任意 开 集 。 < 
D= s€ B x C:p6€ WE)}, 
E = D 的 所 有 非 空 有 限 子 集 族 ， 
G(s)= (W(0):6 6 e), s€ E, 
M] G(e),s € ,全 为 多 的 元 . 
假定 对 于 任意 的 EE, G(s)CU 不 成 立 ,由 各 G(s) — U 取 
A PC). < 
Qle) 一 {ple'}:e' De}. 
如 果 对 于 某 个 e, 有 CI9Cs) 由 K = 多 , 则 对 某 个 7,， 有 C19(e) n 
VG) 一 @. 对 于 此 7, 可 取 (a,)EB, 使 (a,8,7)E D. 若 令 
8 —(a,8, 7), s — s U(6Y, 
Mj p(e,) € OCs) 和 p(e) EW(8)CVCY) 必须 同时 成 立 ， 从 而 导 
- 致 8(e)nFCr) 产儿 的 矛盾 故 (CIO(e) K: e € E] 具有 有 限 
交 性 质 . 于 是 
O nIC1o(eyn K:e € E) = @. 
另 方面 ,对 于 K 一 [pR K T BJ W8BLS e D, Ex & Cy (0), 
H0CG('DCW(6),# z&C10((8)). 故 
(2) (K—(ppnChniC10(e): s € EP) — @. 
由 《1),(2) 有 {p} = ñ (C19(e) n K:s € E). 这 个 等 式 指出 最 
少 含有 一 个 p(s). 483128. 口 
41.9 定理 设 X 为 点 可 数 型 的 完全 正则 空间 、B X 为 X 的 7， 
紧 化 ， 此 时 有 wsx《X) =< |X|. 
和 证明 ” 当 XX 为 有 限时 定理 显然 成 立 , 故 考虑 为 无 限 的 情形 。 
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著 能 说 明和 的 各 点 在 BX 中 具有 不 超过 j XI 的 基数 的 邻 域 基 即 
可 ， 设 Pp 为 X 的 任意 点 ,K 为 的 紧 集 ,p EK 且 Xx(K) < 8, 于 
是 由 引 理 28.9, 玉 是 BX 的 Ge 集 ， 而 且 由 命题 41.6 有 ;ax( 天 ) < 
8. 另 方面 若 出 定理 19.4, 则 w(K) 所 |K|. 故 由 前 定理 41.8 
wax(K) < max(No,|K|) < 1 Xi 。 这 个 不 等 式 指出 ”在 BX 具有 
基数 不 超过 |X| 的 邻 域 基 ， 口 
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421 定义 ” 设 完 全 正则 空间 Y 是 空间 的 扩张 空间 ， y 的 
开 集 族 列 {%i} 是 X 在 Y 的 (外 在 的 )p 构 造 是 指 对 于 任意 点 + € X, 


# z 6 )%2zZ ,(x)CX 
成 立 。X 是 空间 是 指 * 是 完全 正则 的 且 在 8X 具 有 外 在 的 p 构 
造 , 在 此 pX 是 和 的 Stone-Cech 紧 化 . 

由 此 定义 显然 Cech 完备 空间 是 空间、 

422 定理 对 于 完全 正则 空间 艺 , 下 述 情况 是 等 价 的 . 

(1) X 是 ?空间 。 

《2) 多 在 其 任意 T, 紧 化 3X 中 具有 ?构造 ， 

G) XX 在 它 的 一 个 了 紧 化 BX 中 具 育 构造 。 

(4) 存在 X 的 开 覆 盖 列 9), 对 于 固定 的 x 和 各 i, 车 
* € V, € 9 成立 , 则 


k 
[n viken} 
i 
Wk. 

MEM (=G) 设 {2B,} 为 X 在 8X 的 bp 构造 ， 由 命题 
20.2 因 8X 是 XX 的 极 大 紧 化 ,存在 到 上 的 连续 映射 1:8X 一 BX, # 
在 X 上 为 恒 等 映 射 ,而 且 APX 一 X) = BX — x. 令 

Wi (BX —(8X — U):U ED}, 
{9 i} 在 BX 构成 构造， 否则 ,对 于 某 点 (€ X, 2Z,G) 一 
蕊 天 绍 ， 车 从 此 式 左 边 取 点 y， 则 扩 ((y) CBX 一 X， 取 满足 
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(z, IEW € W's W; — BX -HBX — U), U; € Wi 
的 {Wj 和 {Ui)} PE 3 P AG)CUph3r ak (a)Ərt) 
矛盾 . 

(2)=>(3) 是 明显 的 . 

G)=(4) W(2Z)25 XE BX 的 ?构造 。 取 BX 的 开 集 族 
使 Bi > %,,%,> Wa W DX. #&%, = %,|X, 
m), 即 为 所 求 . We V ew, Vi 一 WiNNX, WE i, # 
K — NClaxW is 则 ClaxW;C%iA(z), 于 是 KCN%Azx)CX, 故 

x 
nov, 一 天 .而 K 是 紧 的 . 因 门 Cari kak K, š 


Et 


Iñ 2) Tik K. 


《4) 过 (1) 对 于 条 件 中 的 {92， 令 Yi = (V.:a 6 AY. t 
于 各 ae 4;， 兢 定 8X 的 开 集 U. 使 一 U, X. TE {2; 一 
{Uota€ A)) 是 X 在 8X 芍 构造。 否则 ,存在 茶点 *EX， 
ña Ge) 一 含有 点 y， 于 是 存在 使 (x,y}CUie BR, 的 列 {Ui}. 
3k U, I V, € %, fE V, = U, X. 2 K — 由 ClxV;， 则 KK 是 来 
WB y&K, 改 存在 ?在 8X 的 开 邻 域 W , fE K ACI W 一 如。 取 


满足 ñ ClxViCBX — ClaxW fJ s, 2 U — W ñ (ñ U.) M 
品 是 ?的 开 全域 ， #Un x= 2. 1338, 8 


vnxc( 站 u) Nx (l vicx—wex-u, 
ia 


4=1 

改 ZnX 一 @. 这 个 矛盾 指出 站 BU:《x)CX 是 正确 的 . 口 

做 为 空间 的 定义 当然 可 采用 结果 (1) 一 (3) 中 的 任何 一 个 、 
但 其 中 任何 一 个 都 用 独 多 的 拓扑 以 外 的 事项 ， 这 样 的 定义 以 及 特 
征 化 称 为 外 在 的 《extrinsic)。 与 此 相对 ,《4) 仅 用 X 的 拓扑 描述 , 故 
称 为 内 在 的 《intrinsic》 定 义 . 满足 (4) 的 条 件 的 【3 ,} 称 为 X 的 
《内 在 的 )? 构造 ， 前 面 的 定理 28.2 也 是 给 与 Cech 完备 性 的 外 在 
的 定义 和 内 在 的 定义 的 例子 ， 做 内 外 两 种 特征 化 是 重要 的 做 法 ， 
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423 yEE8 (Arhangel"ki 外 延 基 定理 ) p 空间 X 在 其 7; 紧 
化 BX 中 的 外 重 数 wsx《X) 不 超过 和 的 网 络 基 数 a CX). 

证 明 当 (X) < co 时 是 羽 显 的 , 故 考虑 n(X) = co 的 情 
形 . 2572 X88188 B.) SZ | =x(X).V:127,125 X tE. BX HJ P 38 
造 . 细 分 2; B0S7 00038 9: ki S”, tE ;的 各 元 对 应 含有 它 
的 2, 的 元 的 一 个 ， 若 令 %Y, 为 其 全 体 ， 则 px 且 |Y < 
n(X). 车 or 一 Us 则 [27 | < (X). 车 

S = (BX — V:V e %)U Z, 
则 .9 为 BX 的 紧 集 族 且 1.9"| < an(X). 分 别 取 oç 的 不 相交 二 
元 的 不 相交 的 开 邻 域 ,如 此 得 到 的 开 集 全 体 设 为 %⁄'. 设 哆 ”为 
在 %” 中 再 添加 它 的 元 的 闭 包 的 补 集 的 全 体 。 最 后 属于 多 ”的 
元 的 有 限 交 的 集合 全 体 设 为 % , 则 | | < a(X)， 若 指出 此 % 
是 X 在 BX 的 外 延 基 即 可 . 

为 此 取 X 的 任意 点 m 及 含 它 的 BX 的 任意 开 集 U。 设 * 为 
一 号 的 任意 点 ， 取 BX 的 开 集 UUs 使 zw EU z€ U,, DN 
D5, 一 @. 取 儿 的 元 $55, 使 z€ S101，x€ S,CU,, 于 是 S, 
S, —= @ , 故 存在 %” 的 元 UCx) ,使 < EUCx), xe & UG). 

其 次 ,考虑 x 是 (BX — X) 一 号 的 任 症 点 的 情形 。 这 时 对 于 
AEA k. & Q2Z,(z.). WK +& 97 ,(z0). 在 9, 取 一 个 合 x6 的 元 , 设 
为 F, 则 BX — V € O. 取 纪 的 元 9, 2 =€ scScV, MJ 
BX — V ft $ 是 .3% 的 不 相交 二 元 , 故 存在 %” 的 元 素 U(x), 有 

BX — VCU(z)CUGzCBX — S. 

用 (UG): € BX —U) 覆盖 BX — U, PCB IR TS 25 
[UG = 1, m]. II Bx — UG) e 97”, i ls m, 
故 若 令 ` 

W = N{BX — Dd:i= 1," m), 
则 W e %. 由 到 的 作法 ,有 xm< 史 CD. 

424 推论 对 于 ?空间 X, 其 重 数 w(X) 与 其 网 络 基数 a(X) 
W. 

425. 推论 对 于 ?空间 X,w(X) < |XI. 
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证 明 XX 的 一 点 子 集 全 体 构成 基数 |X| 的 现 络 、 故 s(x) < 
ixl. 
426 推论 设 ? 空间 X 是 子 集 Xe(ee A) 的 并 集 ， 则 对 于 
无 限 基数 *,|4| 所 +, 且 对 于 各 a, 若 w (Xs) S r, BJ e(X) < r. 
证 明 ”对 于 各 X。 取 其 基 Z. fë sz.) 所 7. TE U. 
成 X 的 网 络 , 因 ]U S .| +, 故 MX)Sr, 改 由 推论 42.4,w(X) 志 


T. 


427 定义 ” 设 完全 正则 空间 了 是 空间 X 的 扩张 空间 ， 假设 
和 在 Y 的 ?构造 12x;j 再 满足 下 述 条 件 . 

对 于 任意 点 *6 式 及 任意 存在 六 使 @zZ,(z)ƏCl2⁄ (a). 

这 时 {3xt} 称 为 X 在 的 (外 在 的 ) 完 全 构造 。 在 6X R 
有 完全 ? 构造 时 X 称 为 完全 空间 《strict p-space). 

428 定理 ”对 于 完全 正则 空间 X, 下 述 情况 是 等 价 的 。 

(1) 和 是 完全 二 空间， 

(2) 区 在 它 的 任意 T, 紧 化 中 具有 完全 ”构造 . 

G) 和 在 它 的 其 个 T, 紧 化 中 具有 完全 构造. 

(4) ”存在 的 开发 盖 列 {2;} ,对 于 任意 点 x EX, {BAX)} 
是 收 钱 的. 

证 明 (D=0(2)>(3) 对 应 于 定理 各 2 的 (1)>(2)>(3) 同 
样 地 可 以 证 明 , 故 路 去 . 

(3) 过 (4) 设 {9Y 为 X 在 某 了 : 紧 化 BX 中 的 完全 ?构造 。 
设 Bi 一 or 下 KR 一 站 bi(z)zeXE. 8 L, = 门 Yri(z)ze 苞 . 
因 站 Ye 一 站 ClaxoTAKz)， 改 工 :是 紧 的 ， 而 [%(x)Y E L, #£ 
BX 的 邻 域 基 , IN L.C X #& K,=L, fi (@Z,(z)) E: K, # XÉ) 38 
域 基 。 

(4) 二 (1) 取 满足 Bi = %,|X 的 8X 的 开 集 族 Y;。 取 任 
意 点 +EX, H % (z) X = 2/,(z),K, = 27 (a) 是 紧 的 ,及 

` {Bi(x)} 是 KK 在 X 的 邻 域 基 , 有 {ix)} 是 K, 在 8X 的 邻 域 基 。 

WH 8X 的 正则 性 ,对 于 任意 的 i 存在 j, fë % (z)2Clx%(2), 
因 Ni(x) $T K, ku 09 (xz)CX,& 12, E X#E pX 
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的 完全 构造 . 

满足 本 定理 的 条 件 (4) 的 x 的 开 覆 盖 列 称 为 X 的 《内 在 的 ) 
完 爹 构造 .空间 添加 例如 点 有 限 仿 紧 性 之 类 的 条 从 成 为 完全 
了 空间 (参考 8.D). 

429 引 理 X 的 ?构造 Tv ,} 着 满足 BU 之 AU 各,, 即 车 为 
正规 列 , 则 为 完全 了 构造. 

证 组 ”到 任意 点 ze XX， 若 选 适合 Bink《(x)CU;E Bi 的 UU;， 


出 因 Clara)C [) D,, 禾 由 引 理 41.2 (C127/(2)) 是 收 化 的 。 


因 C2Uinlx)CAUin(x)CUilz), 帮 {Ux)} 收 售 ， 

4210 定 更 对 于 完全 正则 空间 xX 下 烈 情 况 是 等 价 的 . 

G) XE bp 空间 ， 

G) XBJNSSÉDJIERSIL2ZJ)CZ¿ > 和 四) 存在 , 它 构成 
?构造 ， 

G) XX 是 某 度量 空间 在 完全 映射 下 的 原 象 ， 

证 明 (1)>(2) 设 {% 为 了 的? 构造。 若 取 X 的 开 覆 盖 
li 满足 Yi > BA > UM, 则 {BU,} 即 为 所 求 . 

(2) 二 (3) 对 于 {2xi} 由 命题 26.12 做 成 X 的 伪 更 离 4， 设 按 
此 < 作 商 空间 Y — X/2, Tü f:X — Y 为 标准 射影 , 则 f(x) 一 
门 AiKe)， 且 此 右边 是 紧 的 ， 故 # 为 紧 映 射 ， 为 了 证 明 f 是 闭 映 
射 , 设 F 为 X 的 闭 集 而 y€ Y — KF). SER JG) 一 》 的 点 z, 
f'G)= gz, B FO) F= 0. WG85]88429,8 1@¿(z)) 
WF PG), BCE š 存在 , 便 Qi 站 PP 一 @. FE aQ), 
F)> 0, # s 为 比 此 式 堪 边 小 的 正 数 ， 则 dy, KF)) >s. 即 
KF) EBlE. 

G)>GD) 设 FX — Y 为 到 上 的 完全 映射 ,了 为 度量 空间 ， 
因 Y 是 仿 紧 的 故 X 是 仿 紧 的 ， 若 Ui = (S,G): ye Y), MJ 
{BL)) 是 X 的 了 构造 。 [1 

4211 推论 若 工 X; 为 仿 紧 空间 Xi 的 可 数 积 , 则 工 X; 为 
仿 紧 空间 ， 


*263> 


证 明 ”由 前 定理 ， 对 于 各 :+ 有 到 度量 空间 Y, 上 的 完全 映射 
F:X;— Y; III: TIX; — II Y; 是 完全 映射 且 IY; 是 度量 空间 ， 
故 由 前 定理 (3), 工 X; 是 仿 紧 ?空间 . 

42.12 推论 若 1:X ->Y 是 到 仿 紧 ?空间 Y 上 的 完 爹 映射 
而 xX 是 7 了; 的, 则 X 是 仿 紧 ? 空间 ， 

证 明 车 g:Y 一 Z 为 到 度量 空间 Z 上 的 完全 映射 ，。 则 zf: 
X — Z 是 完全 的 。 故 XX 为 仿 紧 8 空间. 

在 这 些 推 论 的 证 明 中 ,用 到 完全 映射 的 性 质 , 但 若 归 纳 为 一 般 
的 形式 , 则 有 如 下 命题 . 

42.13 命题 (1) 完全 映射 f:X。 一 YCm€ 4) 的 积 ILA: 
HX.— HY, 是 完全 的 ,其 中 IIf.C(xz.)) = (fx.)). 

(2) 若 f:X 一 了 是 到 上 的 完全 上 映射， 则 对 于 Y 的 任意 紧 集 
天 ,三 (天 ) 是 紧 的 ， 

证 明 (1) 几乎 是 明显 的 , 证 明 (2), 令 多 为 1"K) 的 闭 集 
族 且 具有 有 限 交 性 质 ， 于 是 JO ) 的 所 有 元 中 有 共通 点 y，' 多 | 
F'Gy) 具有 有 限 交 性 质 ， 故 这 所 有 元 有 共通 点 x。 x EN 站 {F:FE€ 
#1. 

4214 定义 “z [B] X EM = B] Ea #e# X BJ ENUT 8 pJ 
(@Z;), Bi > BU 和 1 对 于 各 点 x 《入 ，{ 人 Ux)} Ek kB. f: 
X— Y 是 所 案例 的 《guas-perfect) 是 指 了 是 闭 的 ， 且 对 于 各 点 
yeY: 广 (7) 是 可 数 紧 的 连续 映射 。 

和 定理 42.10 同样 可 确定 下 述 定理 . 

4215 定理 对 于 空间 X 下 列 情况 是 等 价 的 ， 

(1) XEM. 

《2) 所 是 某 度量 空间 在 拟 完 全 了 映射 下 的 原 象 .。 

由 本 定理 和 42.10 得 到 下 述 定理 。 

4216 ”定理 仿 紧 了 ,空间 是 M 空间 的 充 要 条 件 是 它 是 ?” 空 
闻 。 

如 此 ,由 Arhangej'ski 和 Morita 分 别 独立 发 现 的 ?空间 和 对 
空间 在 仿 紧 T, 空间 的 范围 内 一 致 . 在 本 章 中 将 ?空间 作为 重点 ， 
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而 MM 空间 本 身 有 其 独特 的 兴趣 ,在 下 一 章 中 我 们 准备 接触 它 . 
4217 引 理 若 j:X ->Y 是 连续 映射 ,了 是 T, 的 , 则 + 的 图 
象 6G 一 {(xsf(x))eEX XY:xeX} 人 在 XXY 中 荐 闭 的 . 
证 明 ik (z, e Xx Y —G, Wy Ka). 因 Y 为 7; 的 ， 
故 y,f(x) 分 别 有 其 开 邻 域 U,V 存在 ;使 UNV 一 8. 《VV) x 
U 是 和 G 不 相交 的 《x,y) 的 开 邻 域 . 
4238 引 理 设 1:X Y 是 完全 映射 , g:X — Z 是 连续 映 
射 ,Z 是 工 ; 的 , 则 对 角 里 射 (f,8):X~>Y x Z 是 完全 的 ， 
证 明 设 lx 为 X 上 的 便 等 竖 射 。(J, z) 为 下 列 二 映射 的 复 


合 ， 


xg yx ZY x Z. 
(leg) ES38 X 8 33089 Ë 9: G ERDRPEIIBE. 由 引 理 42.17, G 
是 X x Z 的 闭 案 ，f x 1z 620523 IRE SS 08 , T EE) G 
上 的 限制 也 是 完全 的 。 如 此 (#, 8g) 作为 完全 映射 的 复合 是 完全 的 ， 


4219 定理 《Nagata) (1) 空间 X 是 仿 紧 ? 空间 的 充 要 条 
件 是 作为 度量 空间 各 紧 T, 空间 之 直 积 的 闭 集 被 柑 人 . 

(2) 空间 X 是 仿 紧 Cech 完备 空间 的 充 要 条 件 是 * 做 为 完备 
度量 空间 和 紧 T, 空间 的 直 黎 的 闭 集 被 赔 人 . 

证 明 ”车 由 定理 28.7, 则 完全 正则 空间 是 仿 紧 Cech 完备 的 充 
要 条 件 是 它 是 完备 度量 空间 在 完全 映射 下 的 原 象 。 因此 由 于 (1) 
和 (2) 可 以 用 高 样 的 方法 推出 , 故 只 就 《1) 证 明之 .充分 性 由 推论 
42.11 是 明显 的 , 歼 证 明 必 要 性 ， 由 定理 42.10 ;有 到 上 的 完全 映射 
f:X 一 Y，Y 是 度量 空间 ， 设 z:X->0X 为 媒人。 在 此 若 用 引 
理 42.18, 则 (f,g):X->Y x BX 是 完全 的 , 故 Q, g)XX) 是 了 x< 
BX 中 的 闭 集 . 因 (z) 是 一 一 的 ， 克 为 拓扑 局 压 映 射 

42.20 定义 1:XX 一 了 是 紧 覆 头 的 《compacr-couering》 是 指 
Y 的 任意 紧 集 是 X 的 某 紧 集 在 了 下 的 象 . 

4221 定理 《Wicke) 了 ,空间 X 是 点 可 数 型 或 可 数 型 的 充 
要 条 件 是 义 分 别 是 仿 紧 ? 空间 在 开 连 续 映射 下 的 象 或 开 连 续 ， 紧 
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密 盖 映 射 下 的 象 . 

证 明 ”两 种 情形 可 向 时 证 明 。， 为 了 证 明 必 要 性 , 设 (U(e): 
a 4} 为 X 的 拓扑 . 设 半 为 4 的 元 (ei) 中 满足 下 列 二 条 件 的 全 体 ， 

G) Ua) EV) EI. 

(Q) (U(a)) 构成 非 空 的 某 紧 集 的 邻 域 基 , 

车 4 看 做 具有 离散 拓扑 的 空间 ，M 看 数 具 有 由 4° 的 直 积 拓 
提 产 生 的 相对 拓扑 , 则 履 为 度量 空间 . 令 

Y = (((e,z) € M X X:z € NUCa)}, 

Wf:Y— M, g: Y 一 XX 分 别 为 对 应 的 射影 在 了 的 限制 。 由 上 述 
作法 知 f, g 都 是 到 上 的 连续 映射 . 

今 证 是 完全 的 , 车 (a) 为 M 的 任意 点 , 则 

Fo)) = ((a.)) x NU)), 

O 是 里 的 .为 证 了 是 闭 的 , 设 下 为 了 的 任意 闭 梨 ;由 M 一 HF) 
任 取 点 (8). 令 8 一 (81), 用 (814) 表 示 国定 8 的 至 第 ” 个 为 止 的 
坐标 所 定义 的 立方 邻 域 。 由 庆 !(8) 是 紧 的 和 《8)NF 一 $8, 对 
于 基 个 mm; 有 


T 


{plm) x U(8,2) YF — @. 
` 再 者 由 Y 的 定义 (plm)D)C(Blo)xDCpo); 故 (glm) 门 KF) 一 
f FCF) 是 闭 的 。 如 此 一 来 , 由 定理 和 42.10,Y 是 仿 紧 ? 空间 . 
为 了 观察 & 是 开 的 , 只 需 证 明 对 于 任意 点 《7 ,x)€Y 的 任意 

35638 (r|a) XU,Y = (y), # U(y,) Y UCr((7|n) x U) 
成 立 ， 任 取 点 p€ U(r)ñnU, 因 XX 是 点 可 数 型 的 , 故 存 在 含 ? 的 
紧 集 KK 且 具 有 可 数 特 征 . IN X E: T 的 , 故 存 在 指标 列 {5+i:i € N) 
C49, 可 使 

U(z,) USUG,. D), ` 

P€ U(8+)CU(8,, NN U(rT,.D, 


1) 这 个 事实 的 证 明 是 有 问题 的 特别 是 下 面 第 二 个 包含 式 一 般 无 法 满足 . 为 了 完 
成 定理 的 证 明 ? 我 们 可 以 利用 结论 "在 点 可 数 型 7 空间 X 中 , 若 紧 集 久 有 可 数 特 
征 ,点 PE 天 , 则 对 请 的 任意 邻 城 ,存在 具有 可 数 特 全 的 紧 集 KK" CU, Ep € K P, 
这 个 事实 是 不 难 证 明 的 ， 一 一 校 者 注 
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KñCUU(8,,  )CU(8,,) 
WT: Ry. 车工 = 门 U(3o+:)， 则 工 是 合 P 的 紧 集 且 [U - 


(2... )1 为 其 邻 域 基 。 故 3 一 〈7 ,Yo 6o+1o64t29"…*) 是 属于 
M 的 点 且 (6,p)E YN 《CY1r) x U). 结果 证 明了 p€ g((z|5s)X 
U)im UGC, UCe((r|a) x U). 

当 X 为 可 数 型 时 ,证 明 2 为 紧 履 盖 ， 对 于 X 的 任意 紧 集 工 , 取 
含有 它 的 紧 集 和 M 的 元 (0), 使 (UCa)) KOR TK. 若 令 
{Co)} x K = P, J) PccY B z(P) = K. IN P = K #& P 298505. 
若 令 8 = sg-《L)NP, 则 QO 是 紧 的 且 gC(0) = L. 

最 后 指出 充分 性 。 若 设 X 为 仿 紧 ?空间 Y 的 开 连 续 象 , 则 可 
取得 到 度量 空间 Z 上 的 完全 映射 4:Y  Z.。 若 设 kK 为 了 Y 的 任意 
紧 集 ， 则 A(K) 在 Z 中 有 可 数 特 征 。 故 和 WK) 在 Y 中 有 可 数 特 
征 ， 因 CK) 是 紧 的 (42.13)， Wk Y 为 可 数 型 的 。 容易 看 出 可 数 
瑰 空 间 的 开 连 综 象 ， 或 紧 颖 盖 的 开 连 续 象 分 别 是 点 可 数 型 或 可 数 
型 的 (参考 41.3). 

42.22 定理 Filippov) 仿 紧 p《 仿 紧 M ,72) 空 间 X 若 具有 
点 可 数 基 缩 , 则 为 可 虐 离 化 的 ， 

证 明 设 f:X— Y 为 到 度量 空间 7Y 上 的 完全 映射 ， 取 Y 的 
基 Ui, 设 各 WU; 是 分 散 的 。 圈定 一 个 U2; 的 元 0. 纪 的 有 
限 子 族 且 作 为 门 (U) 的 既 约 覆盖 的 全 体 ,由 命题 19.9 至 多 是 可 数 
的 , 故 可 以 写 为 9, 各 i, 阁 ;，…. 若 令 Ú Z, 一 uJ 22 X 


含有 可 数 个 元 . 故 
{f(D NB: B € ud € 1} 
是 0 分数 的 。 若 令 


= {NB BE gu, U € U@Z;), 
则 9 也 是 分 散 的 ， 故 车 能 说 明 y- 是 xX 的 基 , 则 X 是 可 距离 化 
的 .为 此 取 任意 点 +e X 和 它 的 任意 开 邻 成 丁 . 取 @ 的 元 8 使 
= € BCW .#EIh F 'F(z) J 多 的 元 纺 成 的 有 限 跌 约 覆盖 中 有 售 B, 
者 , 设 它 是 Go 一 [BoBo B). 令 V 一 一 1X 一 U2) 
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BIG) 8 V, BC U Si 的 元 ze 使 JG) e UCV, 因 (u) 
Ü B.B B66 C 2k F'CUO D B, Ë 97 的 元 且 满 中 


xEf UN)NBCW. D! 

42.23 ”定理 (Borges-Okuyama) 仿 紧 p (fb 3 M ,Ts) 空间 
X 若 具有 Gs 对 角 集 , 则 可 焉 离 化 ， 

证 明 因 X 具 有 G, 对 角 集 ， 故 由 引 理 25.9 有 覆 益 列 {B71}， 
使 得 若 > < *; 则 对 某 个 z 8 27 (2) 成 立 , 设 (97,) 为 和 的 了 构 
造 。 因 X 是 仿 紧 的 ， 帮 有 开发 盖 的 正规 列 {%}， 对 各 可 使 
Bi 人 Yi>% 成 立 ， 由 上 述 作法 对 各 +,{ YXx)} Kk l<). 
故 由 定理 26.15X 是 可 纸 离 化 的 Ll 

4224 引 理 对 于 空间 X 的 开 集 族 列 (2; 一 {U(@): 
mE BT， 0 < 1B, < 0%0, 设 给 与 对 应 pir; B, a — B, 满足 下 列 
三 条件. 

G) # pasD = os UCan) EUV), 

Q) # (we limBis 则 {UCw)} 收 伊 . 

此 时 着 令 U; 一 U(U(a,):a, € B,},K = 人 101, 则 K 为 非 空 紧 
集 , 且 {D;} 构 成 的 领域 基 . 

证 明 根据 Kanig 引 理 ,hm{B;,pi*'} = ó , 故 由 (2) 立 即 得 
RUK ë. 设 多 为 K 的 子 集 组 成 的 极 大 梁子 , 若 令 

Ci= (e; € B,:U(a,) K € Z), 

则 Ci 天 中 且 {Cisph| Ci 构成 逆 谱 ， 对 于 元 (a) € limCi, 若 令 
L = 门 UG), 则 工 为 非 空 紧 集 且 XL， 对 于 5 的 元 了, 若 


FNL 一 区, 则 由 (2)， 对 其 个 六 FNUle) 一 @ 成 立 ， 男 方面 ， 
Ela, 《Cs 大 U(a) K € Z, 从 而 U(a) 由 KNF = ë 是 矛盾 
的 . 故 多 履 钱 于 工 的 基点 ,从而 KK 必须 是 紧 的 。 
若 假 定 {0;} 不 是 尺 的 邻 域 基 , 则 有 含 KK 的 开 集 品 存在 ,对 各 
@U,— U = @ 成 立 . 若 令 
D, = (a, € B,:U(ai) — U = 61, 
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M) D, = @ B (D;,9ËE D.) WW. 8 imb, BO (z), 24 
M— ñ D(pD), 则 因 M CK ,地 UB CU 对 菜 个 必须 城 立 ， 这 


和 px € D, 878. 

4225 定理 (Coban) p 空间 X 是 可 数 型 的 。 

证 明 设 2 为 X 的 非 空 紧 集 ， 设 {9} 为 X 的 bp 构造 ， 设 
ai 一 1UV(a):w € A) 为 X 的 开 履 盖 , 满 足下 列 二 条 件 ， 

Q) Win < WU < %,. 

《2) 和 呈 相 交 的 27, 的 元 至 多 有 有 限 个 . 

此 时 1 ,} 又 是 X 的 乡 构 造 ， 取 对 应 QP: Aa I > 4,, 使 得 车 
Dn) = al CIVU(an)CUCm)， 若 令 

B, = (a, € A.:UC(a ) 10 Z @), elit = g7t| B,, 

则 B,= ë , 且 引 理 42.24 的 条 件 全 部 满足 ,在 那里 定义 的 玉 是 紧 集 
且 具 有 可 数 特征 . 因 8CK, 故 X 是 可 数 型 的 ， 

根据 此 定理 , 在 42.21 的 Wicke 定理 中 作为 映射 的 定义 域 的 
仿 紧 ” 空间 可 以 换 为 简单 的 空间. 此 定理 之 道 不 成 立 ，Michaet 
直线 X 即 为 其 例 ， 易 知 X 是 可 数列 的 . 若 X 为 空间 , 则 根据 淮 
论 42.11 和 度量 空间 的 直 积 是 仿 紧 7;:, 从 而 是 正规 的 而 产生 和 矛盾， 
故 X 不 能 是 ”空间 . 


4 43. 可 数 深度 空间 


431 定义 空间 X 是" 仿 紧 的 是 指 对 于 X 的 任意 开 覆 座 
人 2 ,存在 开 履 盖 列 { vi} ,对 于 任意 点 xEX 可 取得 i 使 av,(z) 一 
2⁄. 

43.2 引 理 iZ xc 仿 紧 空间 , 2/ 为 其 任意 开 覆 盖 , 则 存 
在 开 履 盖 列 27 > vi > 5 > … ,对 于 任意 点 x € X 和 任意 的 
六 必 有 某 个 7 可 使 2z,(z) < 2z, Bar, 

证 明 根据 归纳 法 ,对 于 一 1，2，…， 作 X 的 开 履 盖 列 
{Brn 一 下 大 十 1,……}， 满 足下 列 四 个 条 件 . 
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(1) Wu WU, Uhr = WU ua. 

G) “¿a <, s 2 k. 

(3) Urin < ms n 2 k + 1, 

(4) 对 于 任意 点 zxEX 和 任意 下 存在， 使 和 nk(z) < 
%Za. 若 令 Qt 一 its 则 {B/ 导 即 为 所 求 . 

433 引 理 设 空间 X 具 有 下 述 福 质 ， 它 的 任意 开 爱 盖 可 被 
S 保 闭 的 闭 覆 盖 细 分 . 设 {2 (x) = {Bn):a€ 4}:n = 1, 2, 
… 小 是 X 的 开 覆 盖 列 且 满足 Dee 十 1)CUs(w),， e€ 4. 这 时 有 


XIN 621 12()),@(a) = U Go(z)， 满 足下 列 四 个 条 


件 . 
GO) @,() 一 {Punkp):ae 4} 是 保 闭 的 。 
(2) Pom (nCU(n), w€ A, m €N. 
(3) P.,(n)CP,, (n), a € A, m€ N. 
(4) Pan 人 az + 1DCP,,(n), z€ A, m € N. 


证 明 对 于 各 人 (om), 取 细 分 它 的 闭 履 盖 (一 U Ba), 


使 @,G)C S, (n) 且 各 @,G) 是 保 闭 的 。 当 m < nhi, 
@,..,Ga) = %, m 2 n hh, 

P. (s) 一 ULBE @,G)D): BCU,(n),n < k < m). 
车 令 


@,,(n) = (P.,,Gn):a € A), 
#G@) = U Fol), 


M (22(s)) 是 闭 覆 盖 列 且 满 是 所 有 条 件 ， 
43.4 定理 《Burke) 对 于 空间 X 下 列 傅 况 是 等 价 的 。 
G) XX 是 0 仿 紧 的 ， 
《2) 慰 的 各 开 覆 盖 被 " 分 数 的 闭 覆 盖 细 分 . 
G) X 的 各 开 覆 盖 被 9 局 部 有 限 的 闭 覆盖 细 分 . 
《4) 和 的 各 开 履 盖 被 " 保 闭 的 闭 材 盖 细 分 。 
证 明 (D>) 2 = (U. a € AY 为 X 的 开 覆 盖 ，4 是 
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BF09. XHH 2 , 设 (2Z,) 为 满足 引 理 43.2 $ FBJJT BE 35 
于 各 <€ XX, 若 令 
A, = (a € 4: 8FT3E4 n,@Z x)CU。}， 

则 A, => 多 , 故 可 确定 它 的 最 小 元 x(*)， 车 令 

Pa(a) = (z € X:27,(z)CU, B. a = a(z)), 
则 {Ps(a):a€ 4} 对 于 各 4 是 不 相交 的 ， H. (P.G): € An 6 N) 
是 X 的 覆盖 , 它 细 分 BW 若 令 

Pomla) 一 (z € P,(a): 27 ,(z) < Ba}, m > n, 


则 Ü P.G) = p,(2), šk8 


P= (P,,,(a):n, m € N, m > n, e € A) 

是 和 的 覆盖 且 细 分 和 3 BDE m > n 时 我 们 指出 Pw 一 
fP,,,Ce):o € AY 在 X 中 是 分 散 的 . 

令 Puokc) 为 9, 的 非 空 元 ，z 为 P... (a) 的 任意 点 ， 对 于 
8 闫 a 的 8 假定 @7,,Gz) D P,,,(0) 关 @ , y 为 此 式 左 边 的 点 .由 
y € P,,,(0) # 27,,G)CU, X F3 U, € Bs 成立, 由 yE @Z,,G) 
# z € @Z,,G) CU, Il27,,GDC%7,( CU, s€ 4y, E 8 = 
s(y) = min, ,8& 8 < z, I z 6 P,,,(e), 有 人 Bmls)CUs 关 于 某 
个 Ue GU。 成立. 另 方面 ， 由 >€ 2/,G)CU,, 有 @zZ,()C 
人 Uo) CU, JII SEIB 8 € 4,, k aG) — a < 8 22338. IN z 
JE P,,,(a) 的 任意 点 , 故 证 明了 

%7,@,,,(a)) DP... (0) = @ 〈8 天 加， 
为 了 观察 2, 是 分 散 的 , 任 取 点 z€ X. 令 
Pm = UfPun(ac): ae AJ. 
当 x EX 一 Pon 时 ,* 的 邻 域 X 一 5s 和,P,s 的 元 不 相交 ， 考 
Boz 《Bsn 的 情形 . 有 
Paon CX— U(U eqZ,:U nP,,, — Š) 
CU(%,(P,..(a)):6 € A) = 2/¿,,(P,,,), 

BE x— U(Ue% ,:UnP, = 2 HEB. & P.,,,C27,. (P...) 
因 之 *EAwn(Pum), 结 果 对 于 某 个 866 4,8 x € % ,(P,.,C(0)). Ë. 
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经 证 明 2z,(P,,,(0)) nP,,,(e) 一 %(e = 0), k @¿,(P,..,(022 32 
* 的 邻 域 且 至 多 只 和 多。.。 的 一 个 元 相交 ， 因 
CIP,,,(a)C4Z nlPonlo) I SD Pana)) CU, 
故 若 令 
@' = (ClP,.,,(e):P,,,(a) € 92), 
则 这 是 细 分 27 BJ IN, H. 多 为 5 分 散 的 ， 故 到" 4 E o 分 散 
BU. 
(2) 一 (3)=(4) 是 明显 的 、 
(4)=(2) 设 — [Ua € AY28X693F38 2, 4 为 良 序 集 . 
. 令 
Ul, a) 一 Do 
@Z(1,n) = {Ul nat A), n€ N, 
与 此 对 应 满足 引 理 43.3 的 条 件 的 和 的 闭 材 盖 列 {S2(1:m:26N]， 
Pl1, n) 一 Ú @,G1,5)#4E. ARS 3EIOS. WT k € N 
fh E3F 8 3621 l2%Z(k, n): n€ N} 和 河 履 盖 列 {多 Ck， n): 
n€ N], 满足 下 述 性 质 。 : 
G) sa) = {Uk, na€ Al. 
《6) @⁄Q, x) = U @,(k. n). 
== 
(7) @,(k, x) = {Pon( n):o € A) 是 保 闭 的 。 
(8) PomlRs na) CUR, n). I 


(9) P,.(k.a)CP,.. (Kk, n). 
《10) P,,(&, n + 1)CP,,,(k; n). 
QD U+ 1.) = U, — LJ Pass D. 
对 于 >*eX, 设 c(s) 2908 z € Duo 的 4 的 最 初 元 , 则 x€ Ustsy 
(k; n) 对 于 任 装 的 &:= 成 立 , 故 UC) Wak ti n. S 
L.G m, n) = PoalR, 1) P. (t + 1, n)> 
Rs m,n) = {Lalk, m, nie € Al 
则 后 者 为 保 闭 的 闭 集 族 . 由 4 取 7 = a WJ, Pian v < o, 


+ 272 


于 是 
L,(&; m, n) CP, (k + 1, a) CU,(k + 1, n) 
— Us — U P,,G, DCU 一 Po 1) 


ea 
CU, — L,(k, m, n). 
故 L, m n) Y L.R m n) 一 BLY Z o). 如 中 Se (k, m, n) 是 
分 散 的 闭 集 族 .显然 L.(k, m, =”)CUe, 故 若 说 明 
Z= Ü Ú Ú #G+m, n) 


RE mzis=1 


材 盖 X 即 可 . 
* ze X. 因 4 是 良 序 的 , 故 存在 8E 4 和 ,m,nEN，, 使 
x EPgalRs m) 
r& P... (K m), ep, Km n € N. 
今 指 出 存在 C IE <€ Lk; r, n). # e> 8, MIP, Qk + 1. n)C 
UK + 1, a)CU, — P,,,(k, 1) (m' € N) Ë& 
P,a (k, 1) P, (k + l,n)— $ (m'eN). 
故 对 于 任意 的 m' EN 
«(Pawlk + 1, D)u(U Pamlkt 1, 可) 


“<a k 


= UP... (k + 1, m. 


a+ 
M84384" z, z EPswk + 1, 9) 成立, 故 
z€ Ps,,(R> m) Y Plk + 1, n) 
CP,,,.(k, 1) 0 P,,,(k + 1, n) = L (k, z, m. 

G)=>0(1) i&% 一 (UU,.:a € A) 为 X 的 开 覆 盖 ， 局 ,为 细 
分 和 的 闭 覆盖 ,而 各 . 色 。 为 分 散 的 .不 失 一 般 性 , 设 @, = {Pewn: 
ae AY, P. CU,. 若 

Bi 一 {oe = Us — U Pon:a€ 4) U{X— 2#}, 
Ba 

则 得 到 开 覆 盖 列 (27,). 若 任 取 z€ X, MS e, n 8 z € P... 此 
时 Bslx) C U... TE X E c 53889. 口 
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满足 本 定理 (2) 一 (3) 的 条 件 的 空间 称 为 次 仿 紧 (subpara com- 
pact) 空间 。 结果 o 仿 紧 性 和 次 仿 紧 性 对 于 和 任意 空间 是 等 价 的 概 
念 . 

435 命题 ”可 展 空间 是 次 仿 紧 的 ， 

证 刻 ” 设 {Bli] 为 空间 X 的 展开 列 . 设 2 一 {Vo:a€ AY 为 
及 的 任意 开 覆 盖 , 4 为 良 序 的 ， 若 

Pan — x — (BX — UY (u u) 
PB, = [P.,:a € AY 

则 多。 为 分 散 的 且 U 2, 为 纪 分 av 的 闭 覆 盖 . 口 

436 定理 设 1:X — Y 为 到 上 的 闭 连续 映射 , 而 叉 为 次 仿 
紧 空 间 ， 此 时 YY 为 次 仿 紧 的 。 

证 明 设 2 为 Y 的 任意 开 材 羡 ， 若 儿 为 细 分 六 (2L) 的 天 
Ë o 保 闭 的 闭 覆 盖 , 则 有 /CƏ2) < 2 (i B. (22) Z v J o 保 闭 
的 闭 覆 盖 ， 口 

43.7 定理 设 户 X 一 了 为 到 上 的 完全 瑞 射 , 怀 为 正规 空间 ， 
了 为 次 仿 紧 空 间 。 此 时 和 是 次 仿 紧 的 . . 

证 明 设 和 为 的 饪 意 开 覆盖 .由 XX 的 正则 性 取 X 的 开 覆 
六 YY, ë 5 < 人 UM， 对 于 各 yEY, R % 的 有 限 子 族 Y，、 使 
了 1y)C%3. W 

: UW 一 了 一 KZ — w, 
取 细 分 {U(y):y € 了 } 的 闭 覆 盖 U 2, 而 各 和 Ps 是 分 散 的 , 且 使 
So 一 {Pry:y EY}, Pa CU(Y). 


车 
gr = {FPry):y € Y), 
则 ,是 X 的 局 部 有 限 闭 集 族 且 or。 < 27. WE. U%7, EX 
的 覆盖 . 口 
438 例 (Burke) 构成 点 有 限 仿 紧 且 完 全 空间 但 非 次 仿 
紧 空 间 ， 设 oo o 分 别 是 基数 为 中 ， 绅 的 始 序数 ， 设 x = [0， 
o) X [0， wm)， 设 X 的 点 (00) 是 开 集 , 置 Le 一 L. = ((0,0)1. 
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WET X— (0, o) X 4012UG0; X 10, ws)) 的 点 本 身 也 是 
开 集 . 令 
Lo = (e) X [0,02), Oa 0 
Li = [0, o) X {a}, 0 <a < ox, 
设 从 Loes Pie 除 去 有 限 个 点 的 集合 为 开 集 .以 上 面 的 开 集 全 体 做 
为 X 的 基 在 X 导 入 拓扑 、 车 
Ws = (Las Liat) S< e < 0), n€ N, 
则 (2Z7,) 构成 Xx 的 内 在 的 完全 ? 构造。 当然 X 做 为 局 部 紧 T. = 
间 是 完全 正则 空间 , 故 X 是 完全 ? 空间 . 
车 假定 X 是 次 仿 紧 的 , 则 4Z, 可 被 潭 覆盖 U 2; 细 分 ,而 能 使 
@, 一 {Piogy Pas:0 < a < oj 是 分 散 的 ， 
P, Lu, Pa C L; OE a < ox, 


令 
Ps = {Pioe:d So 0}, Pa = {Pae:d < o < wo}. 
因 多 ,是 分 散 的 故 和 Lo 相交 的 元 是 有 限 个 ， 改 (U Pa 人 Lo 
Mw 是 可 数 提 .同样 地 (U ZDE Y L, = Mi 也 是 可 数 集 ， 车 
M = Uí(M.:0 <a < ow}, 
M. = U(M..:0 < e < 0}, 
则 因 U ;是 覆盖 ,有 
(0,e) X (0, C M.UM.. 
车 令 
ñ = sup[8: (a, 8) € Ma, 0 <a < oy, 
MM 0, < o. 车 取 mw 使 8 < wç < ox, MI] (0, o) X [oo wD) CM 
特别 地 
0, co X (a lC MI, 
由 此 事实 必须 有 《0,w)X las) CM ,,, 但 因 M,, 是 可 数 的 故 发 生 
矛盾. 
X 是 点 有 限 仿 紧 这 点 几乎 是 明显 的 。 
439 例 是 次 仿 紧 正规 空间 但 非 点 有 限 仿 紧 空 间 的 例子 由 
Bing 的 例 33.1 给 与 。 因 天 是 完全 正规 的 , 故 对 于 它 的 闭 集 X,, 存 
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UE Foi €N, f X— X. = UF,. 大 入 及 Fi 全 是 离散 于 空 
间 ， 故 为 次 仿 紧 的 。 从 而 它 的 可 数 并 也 是 次 仿 紧 的 ，X 不 是 点 
有 限 仿 紧 的 事实 , 在 33.1 中 实质 上 已 经 证 明 。 

由 此 二 例 知 点 有 限 仿 紧 和 次 仿 紧 的 性 质 是 相互 独立 的 概念 . 
作为 包含 二 者 的 概念 有 下 述 的 依 Wicke -Worrel 的 9 细 分 可 能 狂 。 

43.10 定义 空间 X 是 9 可 细 分 的 是 指 对 于 X 的 任意 开 页 
其 el 可 取得 满足 下 述 条 件 的 开 履 盖 列 [ax 

£ 2⁄, 细 分 ,对 于 任意 点 ze 区 存在 使 oil, < co, 

4341 命题 (1) 点 有 限 仿 紧 空间 X 是 9 可 组 分 的 。 

(2) 次 仿 紧 宅 间 X 是 9 可 细 分 的 

证 明 因 (1) 是 明显 的 , 故 证 明 (2), 设 2 — (U.:o € 4] 为 
XxX 的 任意 开 恬 盖 。 取 细 分 G BEBE U 2,,2, — {Psa AY, 
且 各 2, 为 分 数 的 ,PaCU。sek 4. 若 

Va ~ Us— Ui{Pa:B = al, a€ A, 
% = {puta€ AY, 

则 各 % 是 细 分 27 830 8. 任 取 点 ze X， 若 确定 使 ze 
24， 则 x& Ps 的 a€ 4 是 唯一 确定 的 。 对 此 c，xe V. H =& 
VG * a) #&# z 88 or。 的 元 仅 限于 一 个 . 口 

43.12 命题 空间 X 是 9 可 细 分 的 完 要 条 件 是 对 于 的 任 
意 开 覆 盖 9 ,存在 开 覆 盖 列 {4 xi 和 闭 集 列 {Fi, 使 ond 2i[ Fi< 
°, 2/¿ <%@ , U F, = X. 

证 明 充分 竹 是 明显 的 , 故 证 明 必 要 性 , 对 于 2 ROF 821 
197, 97, < 27 日 对 于 任意 xe 允 存在 六 使 erdszri < oo. 着 
Fi; = (z € X:or4,.97, < i), R| 有 是 闭 入 而 UJ FA ~ X. 着 形式 


地 看 做 94 = %,, B| ora97;,| F; < ¿WB 0EF. 口 

4343 定义 ”集合 列 {Ui} 是 真 单 请 诚 少 是 指 USU, 且 
Ui Umms ?6N， 空 间 X 的 基 2 是 可 数 深度 的 是 指 s 的 于 族 
(lU) 是 真 单调 减少 , 且 若 ze UR (U,) 是 点 = 的 邻 域 基 , 具 有 
可 数 次 度 基 的 空间 称 为 可 数 深 订 空间， 
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434 定义 给 与 空间 X 的 开 覆 瘟 列 {U0;={U(o):o,€ 41}} 
和 逆 谱 {4i,g 仆 }, 若 满足 下 列 条 件 , 则 {2;, pg 全} 称 为 X 的 有 向 构 
造 . 
` UG) U(UGe. O: pG) ~ er}, or € Ay i eN. 

43.15 引 理 设 对 于 空间 X 给 与 了 如 上 的 有 向 构造 {2,， 
YP 外}, 则 对 于 各 ; 存在 27, 896 T WE Yi = (UGG): € Bij， 且 
能 满足 下 列 三 个 条 件 . 

G) B; 是 良 序 集 . 

G) Uw) ~— UlU(0):6 < x] = é, e; € Bi 

G) U(UG): # <<=) = U(UGG4): prem) < al, 
m € B,. 

证 明 将 各 4, 自序 化 ， 若 ei < Pa 在 Aa 中 成 立 ， 则 令 
p(n) < pp) 在 4; 中 成 立 。 设 4 的 最 初 元 om 是 Bi 的 
最 初 元 , 设 B, 的 第 2 个 元 是 U(ol) 一 Ula) 关 的 最 小 元 ai。 
一 般 地 使 满足 (2) 的 这 种 操作 超 限 回 施行 得 到 B;。 其 次 对 于 
(eD (B) 进行 同样 的 操作 得 到 它 的 子 集 B， 若 如 此 作 则 得 到 满 
足 引 理 条 件 的 开 蓝 盖 殉 、 

如 此 做 成 的 开 窗 盖 列 称 为 Wicke-Worrdl 列 . 

43.16 定理 (Wicke-Worrdl) 空间 X 是 可 展 空间 的 充 要 条 
件 是 X 是 可 数 深度 的 9 可 组 分 的 空间 . 

证 明 充分 性 设 络 为 X 的 可 数 深度 基 . 令 Ui 一 @. 
因 X 是 6 可 细 分 的 , 故 存在 X 的 开 覆 盖 列 {2B} ,los < BU,, 若 
*&《X, 则 有 使 ord,27,, < 0， 根据 归纳 法 , 存在 Z 的 子 覆 盖 
列 {2Bi} 满足 下 述 二 条 件 ， 

G) 对 于 BU 存在 开 覆 盖 列 {Bi} ,使 Bs < Bi, 若 x € X, 
则 对 某 个 fordcGis < co 成 立 . 

人 2) @ < Al2Za:] 十 多 = 站 ,车 人 Ui 的 元 UV 非 空 亦 非 一 
点 , 则 含有 如 为 丰 子 集 的 和信 {Bin:i 十 让 一 门 的 元 存在 

为 证 明 此 (2;} 是 展开 列 ， 假定 它 不 是 展开 列 ， 于 是 存在 点 
及 其 开 邻 域 所 ,对 于 各 i 必须 有 ,的 — W = 下。 对 于 各 
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i = kG), fE ord,2Za < co, 令 
G) ñ=1,5 = i TkG),; = i + KG)... 
确定 数列 与, 2，…。 落 令 
(4) %,= (Ue 2;¿p6€U,U — WS} 
~ {Vlg):o€ 4;}, j € N, 
G) Wi {UWP U,U — WS} 
~ (W(6D):6 € Bi}, je N, 
则 由 (Do < %;,, 由 (2)Y < Wi Ú pi: Bi — A; 259, 
9 的 加 细 上 映射， 设 qa: 4i  — B, 25% Ë] %7 8510281823 
且 满 足下 述 条 件 . 
《6) V(a.) 是 区 (gxikcaa)) 的 真子 集 . 
这 样 的 加 细 爱 射 称 为 真 加 细 上 映射 由 《4)V《a;4s) 含 有 二 点 以 
上 ; 故 由 (27 保 证 真 加 细 映 射 $x 存在 ， 在 逆 庶 
{7) (B; bia pia = att) 
中 ,各 Bi 是 有 限 集 ， 故 由 Kinig 引 理 ， 它 的 逆 极 限 Jim Bi 含有 元 


(7). TFARB(6), V(gra,(7 42) 是 
Vga (Ti)) — V(gidiupia(Ya42) 
的 真 于 集 ,结果 
(8) {Vlg(7)):i eN) 
是 真 单调 减少 的 . 另 方面 ,各 2 是 多 的 子 族 , 故 (8) 是 含 ? 的 罗 
的 元 组 成 的 列 ， 故 对 于 某 个 不 ,必须 有 PCACYDD)C 了 由 (4) 此 
乃 矛 盾 ， 于 是 {Bi} 是 展开 列 而 X 是 可 展 空间 ， 
必要 性 ”根据 命题 43.5, 可 展 空间 是 次 仿 紧 的 , 故 由 命题 43.11 
XE 0 可 细 分 的 ， 设 {BL 1} 为 X 的 展开 列 ， 在 X 的 有 向 构造 
{% = W(ej):e € A, pi: A 4 
中 ,考虑 满足 下 述 二 条 件 者 。 
(9) %, < A Bi. 


《10) 车 Wan Cn € 4) 9 含有 二 点 以 上 , 则 它 是 多 (pr 
(6.2) 的 真子 集 ， 
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对 上 世 有 向 构造 应 用 引 理 43.15, fE Wike-Worrdl 列 (927; 一 
(Waj): € B.YY. & 所 一 UY， 现 证 这 个 32 是 X 的 可 数 深 
度 基 . 设 % 一 (V,) 是 锡 的 子 族 且 真 单调 减少 的 , 而 p€ ñ V;, 
车 能 说 明 2” 是 如 的 邻 域 基 即 可 . 令 

NF {Wai):a € Ci}, 
由 引 理 43.15 的 (2) 的 性 质 , 各 C; 是 Bi 的 有 限 子 集 . 故 存在 单调 
增 大 数列 ¿< < … 使 C; @G e N). WT ER E 
s€ C; 于 是 

GD. (W(8,):i e N) CS”, 

由 (9) 2z(P)2%” (P). 男方 面 ,9 (P)>%,(P)2%, (P> 
W(8,). l@Z(P)) 构成 ?的 邻 域 基 ， 故 由 (11) 2 构成 如 的 邻 域 
基 . [] 

43.17 定理 (Arhangd'skii?) 可 数 深度 的 全 体 正规 空间 X 是 
可 距离 化 的 . 

、 证 明 由 前 定理 X 是 可 展 空间 由 定理 18.4, 全 体 正规 的 可 
展 空 间 是 可 了 虐 离 化 的 . 口 


4$44 对 称 醋 离 


441 定义 取 空 间 X, 对 于 X x X 上 的 函数 (z, y), 考虑 
下 述 条 件 . 

(CD a(z,y) 一 0<>x = y. 

(2) 4Gz,y)= 4(y, z) 2 0, 

《3) 4 是 闭 的 和 对 任意 点 *eX 一 4 有 d(x, A) > 0 成 立 
是 等 价 的 . 

(4) z€ 34 #la(z, A) 一 0 是 等 价 的 . 

34 4 WE. (1), GQ), (3) 时 称 4 为 X 的 对 称 距离 (symmerric)， 
当 & 满 足 (1) ,(2),(4) 时 称 4 为 X 的 半路 离 《semimetric)， 对 称 度 
量 空 间 , 半 度 量 空间 的 用 语 也 是 自明 的 。 另外 下 述 命题 也 是 显然 
BS. 
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442 GE 半 度 量 空 间 是 对 称 度 最 空间。 

44.3 命题 半 度 量 空 间 X 满足 第 一 可 数 人 性， 

证 时” 任 取 点 € X. 车 令 

太一 和 一 CIX — S GD), í € N, 

则 {Dj 为 x 的 令 域 基 . 因 d(x， 关 一 SAG0) 2 1/i > 0, Ék z. 
CHX 一 S.G). 政 x Ui。 U z 的 任意 开 邻 域 , 则 z & X. — 
品 政 d(x， X—U)> 0。 故 对 于 茶 个 j, SuGO0n CX — U) = @ 
成 立 ， 由 此 U CS, (CU. 

444 命题 满足 第 一 可 数 姓 的 对 称 虑 离 了 ,空间 (X, a) 是 
半 度 量 空间 . 

证 明 ”对 于 点 x&€4 一 4， 内 着 说 明 d(x, A) 一 0 即 可 ， 由 
第 一 可 数 性 存在 4 的 点 列 {x;} 使 imx; 一 +。 车 否定 Hma(z, 
z) 一 0, 则 存在 {x/} 的 子 列 P 使 2C(x, P) > 0. 若 令 0 — PU(z), 
刚 因 和 是 T: 的 , 故 Q 为 闭 集 ， 对 称 虐 离 在 闭 集 里 是 继承 的 , 故 4 
在 8 上 的 限制 也 是 对 称 虐 离 。 由 这 一 事实 和 a(x, P) > 0, x 必须 
是 8 的 孤立 点 ， 这 个 矛盾 指出 madlx,, z) 一 0 是 正确 的 ， 了 从 而 
dx, A) = 0. DJ 

445 定理 设 1:X->Y 为 度量 空间 X 到 空间 Y 上 的 紧 商 映 
射 。 此 时 Y 是 对 称 度 最 空间 . 

证 明 对 y,y'EY, 若 令 

4(y, y) = 20020), iG), 

则 这 个 给 与 Y 以 对 称 虐 离 。4(y,y') = 4(p',y) 2 0 是 明显 的 . 
因 点 北 象 是 紧 的 , 政 4(y,y) = 0<=>y 一 是 正确 的 . 设 4 为 Y 
BHI y € Y 一 4; 则 由 六 (2) 的 紧 性 有 aC:y) ,C4)) = 
4 之 0, 故 dly, A) = a > 0. 

反之 , 设 4 为 Y 的 集合 ,对 于 Y 一 4 的 任意 点 ?有 dy,4)> 
0, 风 4 是 闵 集 可 由 下 述 情况 得 知 ，a(y, 4) > 0 意味 着 a(f tO), 
六 (4)) > 0， 故 存在 正 数 £ = ely), 使 sQ G) nF (a) 一 
多 .这 指出 站 (4) 在 X 中 是 闭 的 ， 因 是 商 映射 , 故 4 在 了 中 是 
闭 欧 、 || 
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AA6 fj (Arhangelski) 在 实 直线 RR 中 ,对 于 n€N, 将 4 和 
1/s 同样 看 待 . 设 5 为 如 此 得 到 的 商 集 , 设 f;R~> S 为 射影 ， 在 
5S 导入 商 拓扑 . 

G) 5 是 对 称 度量 空间 

33 IN f 是 紧 简 映射 , 故 由 前 定理 在 5 中 导 人 对 称 距离 2, 


Q) 5 存在 于 集 T ,使 4 不 是 了 上 的 对 称 距 离 . 
证 明 设 U={rtR:1l 之 x 且 x&N}U{0},1V) 一 7. 车 
Ti 一 了 一 40}, 则 ad(0,7T,) 之 0, 但 0 为 T, 的 接触 点 . 放 4 不 能 
是 了 上 的 对 称 距离 。 
G) 如 六 (7T) 不 是 商 映射 . 
MEM f2CGrD = U. 太 (0) 一 4, 但 0 是 的 孤立 点 , 故 是 相 
开 的 .然而 作为 它 的 象 的 0 不 是 了 的 孤立 点 , 改 不 是 相对 开 的 . 


> 


这 个 事实 指出 下 述 定义 的 合理 性 . 
44.7 定义 当 j:X 一 Y 是 到 上 的 映射 时 ， 继 下 的 商 喘 岂 


《beredirarily quotient) 是 指 对 于 了 的 任意 子 集 5, If"'(5) 是 商 映 
英 


44.8 引 理 若 (X, 2) 为 继承 的 对 称 度量 空间 , 则 它 是 半 度 
量 空间 . 

MEM 当 x& 4 一 4 时 , 若 能 说 明 2Cx, 4) 二 0 即 可 .为 此 ， 
假定 2alx, 4) 之 0. 令 5 = 4U{x}， 因 4 是 5 上 的 对 称 距离 , 故 
4 在 3 是 相对 闭 的 ， 这 意味 着 * 在 $ 是 孤立 点 ， 矛 盾 . 

449 定理 设 :XY 为 度量 空间 X 到 空间 Y 上 的 紧 的 、 
继承 的 次 映射 ,这 时 Y 是 半 度 量 空间 . 

证 明 ”由 引 理 44.8, 说 明 Y 是 继承 的 对 称 度量 空间 就 已 足够 ， 
对 于 yy € Y, 4(y,y) = ACf《y) ,A(y')), 则 由 定理 44.5 
(Y, 4) 是 对 称 度量 空间 ， 对 于 Y 的 任意 子 集 S,/| (S) 是 紧 商 映 
射 , 故 (3，2) 是 对 称 度量 空间 . 
与 对 称 度量 空间 相反 , 半 度 最 空间 在 任意 于 空间 上 是 继承 的 ， 
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由 它 的 定义 是 明显 的 . 

4410 SIR 可 数 紧 的 对 称 度量 7; 空间 是 紧 的 半 度 量 空 
tl, 

证 明 取 满 足 条 件 的 空间 X 及 它 的 任意 一 点 p. 设 人 UM 为 一 
Ip EOF. 因 X 是 了 ,的 , 故 存在 天 一 {p} BJP ss 9, 
W < K % < (X — (1). $ % = (V.:a € AY, 将 4 
腿 序 化 . # < 

F,, = (x€ V.:d(z, X — V.) 2 1/n}, 

W,= U{fFe:8 < es 

Gu 一 Foe — W,, 

Bs (G,.:e 6 AY, n€ N, 
MUU 2, X -— {p} 的 覆盖 ， 若 指出 各 乡 。 的 非 空 元 仅 有 可 数 
个 , 则 US,<ax , 改 UU 的 可 数 子 覆 盖 存 在 ,而 六 一 {p} 是 Lindelsf 
空间 ， 从 而 基本 身 也 是 Lindelat 空间 , 在 此 若 把 基 的 可 数 紧 性 考 
虑 进去 , 则 XX 是 紧 空间 . 

现在 对 于 某 个 大 ,假定 多 的 非 空 元 有 非 可 数 个 。 
{Gia > @:a€ B), |B| >. 
从 各 G,,(e € B) 中 取 点 zo DST B ABRE a, E 4(x,, 
ze) 2 1/k. 若 令 
S= lx:a€ B), 
则 3 不 是 X 的 闭 集 。 若 8 为 闭 集 ， 则 5 为 对 称 度 量 空间 ， 故 各 
zala& B) 是 5S 的 孤立 点 , 从 而 5 是 分 散 的 非 可 数 点 集 , 此 与 X 的 
可 数 紧 性 相反 ， 故 存在 * 一 $S 的 点 4 fEd(a,S)= 0. El dCx,， 
p) 2 1/k.a € B k p = q. BEEREE 2 € Ve 的 最 小 的 p， 若 令 d(4， 
一 Vp) aB > 0. 令 
min(a, 17 和 ~ b, 

从 B 中 取 7,8 合 2g， xy) < b, (q, a) < b B a < r. Ei 4(2, 
z) <b # x, € Vp， 从 而 7 < 8. # a < 8, 由 46 X — 本 推出 
d(qs re) > 1/k 22 b, 产生 矛盾 。 

因 U2, < 多, 故 % 5 k TSV. PN x — {p}， 因 
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PV;, 故 p 是 Gs 集 , 因 X 已 是 紧 了, 空间, 改 具有 可 数 邻 域 基 。 
I p 是 任意 的 , 故 X 满 足 第 一 可 数 性 ， 故 由 命题 14.4, x EBE 8 
空间 . 口 

44.I 定理 (Niemytzki-Arhangel ski) BT 3E 8) wJ 8 W 88 
了 ;空间 是 可 距离 化 的 . i 

AF3 由 引 理 44.10， 满 足 条 件 的 空间 是 紧 的 半 距 离 T, 空 
闻 ; 故 为 正则 空间 . 于 是 , 若 指出 区 具有 可 数 基 , 则 可 保证 其 距 
离 化 的 可 能 性 。 对 于 斑 的 各 点 上 及 各 *， 使 二 的 开 邻 霹 Per) 与 
之 对 应 , 且 满 足 CIV,(*)C Syn《x)， 由 命题 44.3 的 证 明 ,Svokx) 在 
半 度 量 空 间 中 是 x 的 邻 域 , 故 取 这 样 的 V,(x) 是 可 能 的 uk 

Fa = (V,G. ii = 1, kD} 

为 {V,(x) :ze X} 的 有 限 子 剖 盖 . 为 了 指出 U%Y ,的 有 限 个 元 的 交 
集 全 体 构 成 x 的 基 , 设 ?为 X 的 任意 点 ,0 为 ?的 任意 开 邻 域 . 对 
T£ nik p € V(xm) 并 不 失 一 般 人 性 ， 候 定 


In VG): € N| 
不 是 ? 的 邻 域 基 , 则 有 
(n ie) 一 U= @, ne N. 


2=1 


故 
(ñ Civ,(x,)) — U @. 


从 上 式 左边 取 任意 点 2. 因 dl(q,{xm}) 一 0; 故 存在 {xm} 的 子 列 
{yo} 使 my, 一 9， 另 方面 , 因 a(9, {yn}) 一 0, 政 存 在 {ya} 的 
子 列 {z。} 使 imzw 一 p. 因 上 关 4 这 是 矛盾 的 。 

44.12 引 理 准点 可 数 型 的 对 称 距离 正则 空间 是 半 度 量 空 


il. 

证 明 ” 取 满足 条 件 的 空间 X. 由 命题 14.4， 若 能 说 明 X 满 足 
第 一 可 数 性 邓 可 ， 设 * 为 尺 的 任意 点 ， 记 开 集 列 {} 准 收效 于 含 
z 的 集合 天 ， 由 和 的 正则 竹 ， 存 在 开 集 列 {F}， 对 于 各 ?使 6 
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Ve CU,D Vi Rir. B K 839 00 k (V,) 报 收敛 于 含 * 的 可 
数 紧 闭 集 工 ， 因 工 是 闭 的 , 必 为 对 称 度 量 空间 ， 故 由 定理 44.11， 
工 是 紧 的 旦 满 足 第 二 可 数 性 . 因 工 具有 可 数 邻 域 基 {Ti}, 故 由 定 
理 41.8, 在 X 具 有 可 数 外 延 基 这 意味 着 在 工 的 各 点 第 一 可 数 性 
成 立 ， 特别 地 ,在 z 第 一 可 数 性 成 立 . 口 

44.13 引 理 半 度 量 空间 X 是 次 仿 紧 的 , 族 正 规 的 半 度 量 空 
间 是 仿 紧 的 . 

证 明 V 4 = {U:ee4]} 为 X 的 任意 开 履 盖 , 4 为 良 序 集 . 
若 令 

F, ~ {rE Uadlxs X — U,) 2 1/n) — U{U:p < a), 

Ss = [F,.:a € AY, 

则 U 2, 23214 27 的 覆盖 为 了 指出 各 .多 。 是 分 散 的 ， 任 取 点 
xeX。 取 使 *e zi 的 最 小 的 8 车 令 了 一 IntSo( 站 Us* 则 是 
* 的 开 邻 域 . 若 7 < 0,W) F,, S (2) = @ k F, V = 9， 
r> 8, Ml F, U, = @, # F,, V — 2. WX KU E 
更 。 当 义 又 是 族 正规 时 ,由 下 述 引 理 它 是 仿 紧 的 . 口 

4AJ4 引 理 8 可 细 分 的 族 正 规 空间 X 是 仿 紧 的 . 

证 明 设 有 为 xX 的 任意 开 徐 盖 .由 命题 43.12 存在 开 害 盖 列 
{Bi} 和 闭 集 列 {Fi} ,使 Qi < 人 ,ord2i|F, < co, U F; = X. 
由 定理 17.10, 因 li1F;: 是 点 有 限 的 , 故 存在 细 分 它 的 F; 的 局 部 
有 限 开 覆盖 {7。:ce 4} 和 闭 覆 盖 (H.:a € 4} ,更 V.DH,,a € Á , 
在 此 若 应 用 定理 33.4 之 (3), 则 的 局 部 有 限 开 集 族 Z; — (W.: 
ae A) 存在 ,使 


B.CW,DF,CV,, e€ Á. 
不 失 一 般 性 可 设 op < UU, W| U, Rs X BJ c 局 部 有 限 开 短 盖 
且 细 分 UU。 故 由 定理 17.7 X 是 仿 紧 的 . D: 
44.15 定理 《Arhangel'ski)” 族 正规 的 对 称 距离 了 空间 X 是 
可 距离 化 的 . 
证 明 由 定理 4225, X 是 可 数 型 的 , 故 由 引 理 44.12, X 是 半 
度量 空间 . 若 由 引 悍 44.13, 因 族 正视 的 半 度 量 空间 是 仿 紧 的 , 洛 X 
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为 仿 紧 空间. 故 由 定理 42,10 ,存在 从 X 到 某 度 量 空 间 Y 上 的 完 
Hk. HO Y 的 开 和 覆盖 列 {B。1 且 满足 mesh Ge < 1/s。 + 

(D %,— {ntSyolr) :x € XY, 
取 满 足下 述 二 条 件 的 X 的 局 部 有 限 开 覆 盖 列 {% ,= (W(e,): 
e € A), 

@) Bn < %,, 

BG) BHU AY,. 
若 能 说 明 U% ,是 Xx 的 基 ， 则 由 Bing-Nagata-Smirnoy 定理 18.1, 
知 xX 是 可 距离 化 的 为 此 取 X 的 任意 点 +。 令 

G) B,= {ou€ 4,.:z 6 Wgs)}, 
设 当 9 Bu — B, 为 pws) = e, 时 为 使 CiW(a, )CG 
W (a,) 的 映射 由 (2) 保证 了 存在 这 样 的 映射 。 各 8, 是 有 限 
非 空 的 , 故 逆 谱 (B,, 9 入 ] 的 北极 限 hm B, 非 空 ， 合 有 元 (8,). 
为 了 说 明 {W《8,)} 是 * 的 邻 域 基 , 若 假 定 不 如 此 , 则 对 于 各 ,必须 
存在 * 的 开 邻 域 G ,使 

G) W(8,)— G # @. 
今 对 于 某 个 四, 设 

(CW (pn) — G)Df GO) = 9 
则 1(Cip78) 一 G) E FG) 的 闭 集 , 故 对 于 某 个 六 写 m, 有 
d(CIW (Bs) — G), fG)) > meh%/,, 
于 是 由 (3),x € W(&,) < f '(#gZ),#& (ClW(8,)—G)'1W(6,.)= 
多 .男方 面 ,由 WCBA}CW(ps) 和 (5), 有 
(CIW (po 一 G) W(8O) — WBO— G = @, 

这 个 矛盾 意味 车 对 于 各 n, 

《6)》 (Clw(8,) — GOONF HC) = 8. 
B FG) 是 紧 的 , 故 由 (6), 有 

{7) (ñCiw(0,) — G) fOe) # @, 
从 此 式 的 左边 可 取 点 *， 显 然 * 关 *. H (3) %',< %, 故 取 
CIW(0.)CSu,(z,) 的 点 xs, 使 

C8) x, x IEN Slr). 
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故 存在 fxzaj 的 子 列 {xwr}, 使 imxw 一 *， 而 且 存在 (z; BJ T-2]| 
(zY Ë Hz; 一 x， 这 意味 着 在 T, 空间 s 一 ”， 从 而 得 台 矛 
盾 . 


参考 引 理 44.10 立即 得 到 下 述 结果 : 
44.16 推论 对 称 距 离 , M T, 空间 是 可 距离 化 的 。 


习 题 


8.A 设 f:X—Y 为 到 上 的 连续 映射 。 着 了 为 空间 , 则 o(X)>o(Y)。 

提示 车 名 为 x 的 基 , 则 注意 1( 旬 ) 是 Y 的 疯 络 , 这 用 推论 42.4. 

8-B (Smimov) 设 X 为 局 部 可 数 紧 的 正则 空间 , x— UX, B & x; 是 可 
分 度量 空间 。 此 时 X 是 可 分 度量 空间 。 

提示 “由 “(X) < wo;X 是 局 部 紧 , 从 而 是 Sech 完备 ,从 而 也 是 空间 。 
故 知 e(X)< w. 

4.C XE oA 空间 是 指 存 在 它 的 开 姓 姜 列 {e}, 关于 某 辕 定 的 *& X, 
若 seali(z)Ge N) 成 立 , 则 点 列 {z) 具 有 接触 点 。 对 于 7 空间 X 下 述 情况 
是 等 价 的 。 

《1)》 x 是 wa 空间 ， 

(2) 存在 x 的 开 性 盖 列 {92/;}, 对 于 任意 点 x€ X,{9i(x)} 构 成 人 (z) 
的 邻 篇 大 ,而 n(x) 是 可 数 紧 的 。 

提示 “参考 命题 41.5 之 (3);(4)。 

8.D ”可 数 紧 空间 x 的 点 有 限 开 履 盖 ar 具有 有 限 子 槛 盖 。 

ER Head088294 ER Y= (v.a € 4), Way F aOdRi ik, p: 
14. 4 的 论述 ,保证 了 yw 的 在 在， 车 F, = (z€ :ordey 一 二, 则 对 于 各 a 4, 
Fe. BHS z€ Po， 则 (z: € AY 是 分 数 的 点 集 ， 故 4 必须 是 可 数 
的 。 故 % 具 有 有 有 限 子 覆盖 。 

8.E 8 可 细 分 的 可 数 紧 空间 是 紧 的 。 

提示 参考 命题 43.12 和 8.D， 

8.F 对 于 8 可 细 分 的 完全 正则 空间 x 下 述 情况 是 等 价 的 。 

(1) XxX 是? 空间 。 

(2) x 是 完全 z 空间 。 

G) xoa 空间 ， 
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8.G (Arhangelski) 车 正 则 的 可 数 型 空间 X 是 紧 底 星空 间 x. 的 可 歼 
并 , 则 X 是 可 距离 化 的 . 

提示 “可 证 XxGQ6) < 兴 。 若 应 用 定理 41.8， 则 ox(X0)< o Ml 
oA <. . 

8.H pR S SkOKiD,G, 集 继承 的 ,也 是 可 数 可 乘 的 。 

8.1 设 f:X—Y 为 到 上 的 完全 映射 ，x 为 完全 正则 空间 、Y 为 ”空间 ， 
则 X 为 ”空间 。 

8.J ?空间 ,M 空 间 ,wA 空间 全 是 4 空间. 

8.K 正则 空间 X 是 4 空间 的 充 要 条 御 是 x 是 某 (正则 》M 空 间 Y 的 开 
连续 象 。 

提示 在 Wicke 定理 42.21 的 证 明 中 考虑 以 具有 可 数 特征 的 可 数 紧 集 
代替 具有 可 数 特征 的 紧 集 . 

8.L (Micbael)  /:X—Y f 2:Y—2Z 为 连续 映射 ,sf 为 完全 贞 射 ,Y 
为 了 ,的 、 此 时 f 是 完全 的 . 

提示 ”由 引 刺 和 .18,4 一 (fg 站 :XYXZ 是 完全 的 -身影 z:Y x ZY 
在 * 的 图 象 ce 上 的 限制 是 到 ?7 上 的 拓扑 同 胚 揣 射 。 由 4X)cC64 及 了 = 
(z]G,)A: 导出 了 的 完全 性 

8.M QY T, gY—Z 是 连续 的 ,XC Y, |x 是 完全 的 ， 这 时 X 
在 了 里 是 闭 的 . 

提示 fEs.LrhE q x—> Y 36888. 

8.N 对 于 半 距 腐 T, 空间 x 的 工 紧 集 在 * L, 如 果 存 在 点 列 {x,} 使 2(x,, 
K)<1/s, d(z.,L)<1/n ,W K L= g. 

8.0 j87:X—Y 为 从 对 称 度 星空 间 X 到 空间 Y 上 的 连续 映射 ， 这 时 上 了 
是 映射 是 指 对 于 了 的 任意 点 了 及 它 的 任意 争 域 U, 8 40!) X — Ft 
《2))>0. 当 了 是 商 阅 映射 时 ,了 是 对 称 度 乔 空间 。 
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第 九 章 。 商 空间 和 映射 空间 


S45. k 空 间 


454 ,定义 ” 设 世 给 空间 蕊 及 其 予 集 构 成 的 族 @， 所 谓 工 关 
于 @ 具 有 器 拓扑 《weak topology) 是 指 卫 的 于 集 G 在 是 开 的 完 
要 条 件 是 对 于 任意 元 Ke ,G DK 在 K 中 是 开 的 .， 在 此 定义 中 
将 开 的 语言 换 成 闲 的 ,在 内 容 上 完全 相同 。 特 别 地 ,将 予 的 紧 集 全 
体 取 做 多 时 ， 对 于 该 多 若 工 具有 弱 拓 扑 ， 则 称 工 为 《 窑 间 。 

452 ”命题 ”满足 第 一 可 数 性 的 空间 是 4 空间, 

EM ” 设 玉 为 满足 条 件 的 空间 ，4 为 非 闭 于 集 ， 于 是 存在 点 
xE 有 一 4， 因 玉 满足 第 一 可 数 福 , 故 在 4 中 有 目 列 {jj 使 imxi 一 
xz， 设 K 为 此 点 列 上 深 加 * Bo 365, BJ K 2000. WEB EK hh [z] 
AES. I KA 一 {x}, 故 知 命 是 是 正确 的 口 ' 

453 命题 局 部 紧 空 间 是 空间 

证 明 设 4 为 了 的 非 闭 集 ， 取 点 xz€ 4 一 4， 设 下 为 x 的 紧 
分 域 ， 则 发 站 4 在 天 中 的 相对 闭 包 含有 z. 这 指出 天 门 4 在 天 不 
是 闭 的 . 口 

454 命题 《空间 的 商 空间 是 不 空 间 . 

证 明 设 J:X— Y 为 下 空间 到 又 上 的 商 映 射 ， 设 Z 的 子 
集 4 对 于 了 的 任意 紧 集 天 ,使 AK 在 KK 中 具有 闭 的 福 质 ，( 这 样 
的 集合 420 k 闭 集 .) 由 这 个 4 的 性 质 藻 能 指出 六 (4) EY E 
BJ IE f 是 商 映 射 故 可 以 断定 4 为 团 的 ， 设 工 为 工 的 任意 紧 
集 ， 则 41CL) 在 KCL) 是 闭 的 ， 若 令 g 九 工 ， 由 上 的 连续 性 
gC4NKL)) #EL EI. N eCan (L= F'GOnL, # 
F'OAnL 在 二 是 闭 的 。 因 五 是 多 空间 ， 由 此 P'(A) 在 也 是 六 
的 . 口 
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45.5 定理 “Es|a X R k 2=|lHJ85 36 284 PE dk X 2508 3 2 Ja] 
的 商 空间 . 

证 明 ”充分 性 由 命题 45.3,45.4 推 知 , 今 证 明 必 要 性 ， 设 {K。} 
为 工 的 所 有 紧 集 凤 ， 设 {K。} 的 拓扑 和 为 了 ，f:Y 一 X 为 对 各 a， 
JK, 是 包含 喘 射 的 自然 映射 。 显然 了 是 局 部 紧 空 间 ， 为 了 证 明 
f 是 商 跨 射 ,对 于 卫 的 集合 F, 令 广 (F) 在 了 中 是 闵 的 ， 因 Ko 在 
卫 中 是 闭 的 , 故 广 (F)mK。 在 了 中 是 闲 的 , 从 而 在 K, 中 是 闭 的 、 
这 意味 着 下 是 & 闭 的 , 故 了 在 下 中 是 闭 的 . 

这 个 证 明 包 食 下 列 事实 . 

45.6 推论 《，7T: 空 间 基 局 部 紧 ， 仿 紧 7; 空间 的 商 空间 . 

下 述 定理 中 的 1x:X 一 X 由 1.4 的 规定 表示 恒 等 映 射 . 

45.7 定理 (J. H. C，Whitehead-Michael) 对 于 正则 空间 蕊 
下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 。 

G) 工 是 局 部 紧 的. 

G) 对 于 任意 商 喘 射 g,1x X 8 是 商 了 映射 . 

G) ”对 于 定义 域 、 值 域 皆 为 仿 紧 T, 空间 的 任意 紧 覆 盖 ， 
闭 连 续 跨 射 8, 有 1x X 8 为 高 映射 。 

证 明 《1)>(2) 设 8:Y 一 Z. 设 i 一 lx X gz. 对 于 XX 
Z 的 集合 G, 令 各 (6) 为 X x Y 的 开 集 。 H b (G) 中 的 任意 点 
(p29). 令 (X x {gD) 作 41(G) 一 HX {9}， 则 二 是 的 开 集 且 
含有 p, 故 存在 ?的 开 邻 域 上 ,使 了 是 紧 的 且 刘 CC 有 成立. 令 

yeEYU x yA = V. 
Wk y, mA CU xV)=UxV 成 立 .( 一 般 , 满 是 各 'h(A)=A 
的 集合 称 为 关于 记 是 饱和 的 《saturated))。 为 了 证 明 依 是 了 的 开 
僻 , 任 取 点 yEV，H x {y}Ch 必 G)， 因 左边 是 紧 的 ， 右 边 是 开 
的 , 故 存在 > 的 开 邻 域 证 ,使 了 x WCh"(G). #& wv B.V E 
JER. 2 是 商 上 映射， 关于 8 是 饱和 的 ， 故 (V) 是 开 集 . U X 
glV) 是 含 在 G 中 的 开 僻 , ik G E X x Z 的 开 集 . 这 意味 着 4 一 
lx X g 是 商 映 射 . 
(2) 之 G3) ”由 闭 连 续 映 射 是 商 跨 射 是 显然 的 ， 
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(G)>0G0) 设 了 在 点 ?不 是 局 部 暴 的 . WIU a 4} 是 ?的 
邻 域 基 ， 于 是 对 任意 的 a€ 4， 辽 -不 是 紧 的 : 故 存在 良 序 非 空 闭 子 
集 族 


[IF,.:2 < 1(a)?, F,ƏF, G < a < 1(a)), 
显然 交集 可 以 是 空 的 ， 令 
A, = (1:2 < 2(a)); 

对 于 4。 若 导 人 区 间 括 扑 ， 则 构成 紧 7; 空间 22 4 为 所 有 这 种 
4 的 拓扑 和 ， 则 4 是 仿 紧 且 局 部 紧 的 ，. 故 由 命题 45.3 是 仿 < k 
空间 。 在 了 中 导 人 拓扑 使 得 将 4 中 的 所 有 的 . 克 o) 8208 q BJ 
自然 映射 g:4 ~ Y 是 商 喘 射 ;， 于 是 显然 有 上 是 闭 的 Fr 了 的 任意 
紧 集 被 有 限 个 gC4。) 包含 , 因 之 显然 & 是 紧 覆 盖 .， 男 外 了 明显 是 
仿 紧 7, 的 ,而 作为 空间 4 的 高 空间 由 命题 45.4 j: k. Z= Rl. 

最 后 指出 4 = 1x X g Ask q. 3⁄2 _ 

E,= N{Fu:p < 2), 16 Ass 
则 Ew = @, E,ƏF, *% @ 1 < Xa). 384 
Se— U(E, x (21:26 Aho}, oa€ A, 
则 3. 是 X x 4 的 闭 集 ， 令 
$= U{MK(S):a€ Al, 
CS) fE X X,4 是 闵 的 , 若 能 指出 8 在 X x Y 不 是 闭 的 , 则 4 不 
KÉS0 5. PERU ce 4, 困 Eww) = g, # 
SNKX X A) 一 Se 

这 个 5, 在 XX 4。 是 闭 的 , 故 训 !(3) 在 XX 4 是 闭 的 . 

为 了 证 明 3 在 和 x Y 不 是 闭 的 ,只 需 说 明 (p,g)e3 一 S， 首 
先 , WARS (e. 4)8&S. JR (2, 9) 的 任意 立方 邻 域 UXV， 取 
PEA, 使 DecCU 32 E 8 gC) Ae RE < 0, M 

(U x V) SO0E, x [1)) = @, 


U 


故 有 (p; a) 8 S. 
45.8 引 理 设 j:X 一 了 是 到 上 的 紧 覆 盖 连 续 喘 射 ， 了 是 
T, k zB]. 这 时 了 是 商 有 映 射 . 
证 明 YB F, E PCF) 在 下 是 闭 的 。 这 时 为 了 说 明 
+ 290， 


FE Y 3089 , 若 能 说 明 对 于 Y 的 任意 紧 集 K , F Y K 在 K 是 闭 的 

即 可 。 因 f 是 紧 覆 盖 , kiri YM L E KL) — K. 设 
P'(P)0L — M, 

RJMfE25 L ID E ES. dkfE203EEESESR IC M) 是 紧 的 ， 然 而 

BM) 一 PNK, 故 若 考 虚 到 Y 是 7; 的 , 则 FNK 是 天 的 闵 案 . 


45.9 ”定理 (Cohen-Michael) 对 于 正则 空间 不 ， 下 列 三 个 条 
件 是 等 价 的 . 

《1) 工 是 局 部 紧 的 . 

GQ) 对 于 任意 《 空间 了, X Xx Y 是 空间 . 

G) 对 于 任意 仿 紧 7,, 空间 了 ,XX 了 是 空间. 

证 明 (>G) 由 定理 45.5， 卫 是 某 局 部 紧 空 间 z 的 商 映 
射 f b. 考虑 


lX f:X X Z — X x Y, 

由 前 定理 45.7, 1x X f 是 商 映 射 , q X x Z 是 局 部 紧 的 , 故 由 定 
EE 45.5 X X Y 是 多 空间 .。 

(2) 之 (3) 是 显然 的 . 

(3) 过 (1) 设 王 不 是 局 部 紧 的 , 当 定 理 415.7, 存 在 到 上 的 紧 覆 
盖 连 续 映 射 8:4 一 了 ,了 是 仿 紧 T, k 空间 , lx X g 不 是 商 有 映射 
lx X g 显然 是 紧 覆 羡 ， 故 由 引 理 458,X x Y 不 能 是 克 空间 . 

45.10 定理 《Arhangel'skiit) 点 可 数 型 7; 空间 是 空间 . 

证 明 由 Wicke 定理 和 ?.21， 点 可 数 型 7 了 ;空间 是 仿 紧 ?p 空 
闻 的 开 连 续 象 , 故 只 需 说 明 仿 紧 ? 空间 是 空间 即 可 。 车 由 定理 
42,19 之 (1)， 仿 紧 ? 空间 可 以 看 做 是 度量 空间 积 紧 7, 空间 的 直 
积 的 闭 集 , 故 只 若 说 明 这 样 的 直 积 是 空间 即 可 。 由 定理 45.9, 外 
空间 和 紧 7; 空间 之 积 是 空间 ， 故 上 述 的 直 积 当然 是 不 空间 . 口 

45.11 定理 〈4rhangebskiD) 设 f.X— Y 为 到 上 的 完全 喘 
射 , 互 为 完全 正则 空间 ,Y 为 & 空 间 , 则 此 时 下 为 不 空间. 

证 明和 定理 42.19 的 证 明 完全 是 异曲同工 的 . 设 g:X 一 8X 
为 到 Stone-Cech 紧 化 的 嵌入 ， 由 引 理 42.18, (f,z):X — Y x BX 
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是 完全 的 , 故 (J, gXX) 是 Y x BX 中 的 闭 党 .由 定理 45.9,Y X 
BX 是 不 空间 , 故 其 闭 染 (fj，8)CX) 是 不 空间 ， 因 G$, g) 是 一 一 完 
全 的 , 故 是 拓扑 同 胚 喘 射 而 焉 是 下 空间 ， 口 

45.12 定义 对 于 了; 空间 互 ， 倘 有 堪 空间 名 和 到 上 的 一 一 
连续 映射 Xx: 完 ->X, 使 储 的 任意 紧 集 kK 的 康 象 Xz'CK) 在 名 是 紧 的 
时 , 锡 称 为 于 的 不 洁 时 《XK-leader)，Kx 称 为 下 身影， 映射 tx 也 简 
单 写 做 天. 

对 于 任意 了: 空间 X ,都 存在 4 先导 .在 工 中 的 集合 避 对 于 任 
ARRS K, ë UK 在 K 是 开 的 了 的 全 体 作 为 基 ， 在 开导 人 新 拓 
站 的 空间 就 是 各， 显然 名 是 7, 空间， 对 于 一 个 了, 空间, 它 的 外 
先导 是 唯一 确定 的 。 当 互 为 空间 时 , 党 和 下 是 一 致 的 ， 互 的 紧 
集 全体 构 成 的 族 和 祷 的 一 致 . 

所 谓 连 续 映 射 1:X — Y 是 忒 映射 是 指 对 于 Y 的 任意 紧 集 K， 
矿 (K) 在 互 是 紧 的 而 言 . 下 肌 射 是 紧 履 盖 喘 射 ， 完 全 肌 射 以 及 到 
射影 是 和 映射 的 一 种 ， 到 非 丰 的 , 7; 空间 的 不 射影 就 是 下 映射 而 
非 完全 映射 的 例子 ， 

45.13 ”问题 (ArthangcbskiD) 对 于 了 ,空间 下 列 诸 性 质 能 被 它 
的 先导 继承 妈 ?(1) 重 数 .(2) 仿 紧 性 ， (3) 完全 正则 性 . 《4) 完 
全 正规 性 . 《5) 正 规 性 . 【6 继承 的 Lindelaf HE. 

Lindelóf 福 不 是 继承 的 例子 参考 9.A.。 


5 46, 列 型 空间 和 可 数 密 度 空间 


46.1 定义 ”当空 间 广 的 点 列 {xi} 收 化 于 x 时 ,集合 {x.:i e NY 
U1{*3 称 为 极限 点 列 ， 根 据 定义 7.5 的 用 语 , {x;} 是 收 全 点 列 ， 极 
限 点 列 正 确 地 应 该 命 名 为 收 训 极限 点 列 , 但 为 了 简单 ,采用 极限 点 
列 的 用 语 . 忆 的 子 售 对 于 任意 的 极限 点 列 K, F K 在 K 是 闭 的 
时 ，F 称 为 列 型 闭 集 .， 列 型 闭 党 恒 为 闭 守 的 空间 称 为 列 型 宣 间 
{sequential space). 

极限 点 列 是 紧 的 , 政 K 闭 集 是 列 型 闭 的 . 故 列 型 空间 是 天 空 

393。 


各， 此 逆 不 成 立 的 事实 如 下 例 所 网, 由 紧 T, 空间 但 非 列 型 空间 的 
存在 可 确定 - 

462 例 25386 D = (0, 11 的 不 可 数 乘积 D” 不 是 列 型 
空间 、 可 数 个 坐标 以 外 的 所 有 坐标 的 值 取 为 1 的 点 全 体 设 为 F， 
则 是 列 型 闭 的 ， 所 有 坐标 取 为 0 的 点 为 一 下 的 点 , 故 F 是 非 
财 的 ,实际 在 D" 中 稠密 . 

下 述 命题 是 明显 的 ， 

4363 命题 对 于 空间 了 的 子 集 F, 下 列 二 个 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) F 是 列 型 闲 的 ， 

(2) 对 于 忆 的 点 列 {xi}, 若 mz = z,W| z€ F. 

由 此 条 件 (2) 立 即 得 出 下 述 结果 . 

46.4 命题 满足 第 一 可 数 件 的 空间 是 列 型 空间 . 

465 命题 列 型 空间 的 商 空间 Y 是 列 型 空间 . 

证 明 设 JX ->Y 为 商 映 射 。 设 F 为 Y 的 列 型 闭 集 . 设 
CF) B limz; = x KAD)}CF B. Emf(zi) = (G), #& 
IG) 6 F. 故 x Ef《F) 而 fF) 是 列 型 闲 集 ， 因 XX 是 列 型 空间 ， 
# (F) 是 X 的 闭 集 。 因 了 是 商 有 映射 ; 改 忆 是 Y 的 闭 党 . 

46.6 定理 《Franklin》 对 于 空间 X, 下列 三 个 条 件 是 等 价 


的 . 

G) 藉 是 列 型 空间 ， 

《2) X 是 局 部 紧 度 量 空间 的 商 空间 ， 

G) X 是 度量 空间 的 商 空间 . 

证 明 (>G) 设 工 的 极限 点 列 的 全 体 为 {RK。:a € 4}， 对 
于 各 Ka = (z, Urb limxi x, 以 

3 x; S< x J| z; 2937, 
(zj 2 i)U(zY 为 开 ,i EN， 

导 人 新 的 邱 扑 , 设 为 Ls, 则 L. 是 紧 7 的 且 具 有 可 数 基 , 改 为 可 距 
窗 化 的 . 由 L. 到 KK。 的 自然 映射 设 为 j:， 则 fs 是 连续 的 . 令 了 为 
{Lo:o€ 4} 的 拓扑 和 ,确定 jf:Y 一 开 为 对 于 各 ce4 使 fL, = f, 
成 立 ， 了 为 局 部 紧 、 可 距离 化 的 空间 , 为 观察 是 商 联 射 , 取 X 的 
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集合 F, F'(F)#EY EDID. 257 BB FE x JES, 内 xX 
2812 8], k USES B F E 2| RU SSED SI. 25 25 ER K, HI 
FDK,— HAFNE) 一 fAFINL,). 
容易 看 出 1: L, — K, EIB 3, k Ei e K, 的 闭 集 . 故 F 是 列 型 

闭 的 . 
(2) 过 (3) 是 明显 的 . 
G)>GD 办 度 量 空间 是 列 型 空间 , 故 由 命题 46.5, 它 的 高 空 
词 是 列 型 空间 . 
46.7 定义 空间 和 满足 下 列 条 件 时 称 为 具有 可 数 密度 的 
《countable densiy): 工 的 集合 玉 对 于 任意 可 数 集 HC F, 3 Bc: F, 
则 FF 为 闭 集 . 
46.8 命题 列 型 空间 ,继承 的 可 分 空间 都 具有 可 数 密 


度 . 

证 明 设 对 于 空间 无 的 集合 F, H—F 生态 为 可 数 , 则 五 己 
F。 当 于 是 列 型 7 了 ,空间 时 , 指出 此 三 为 列 型 闭 的 即 可 .。 取 工 的 任 
意 极限 点 列 天 一 [zY U (zs mz; 一 x。 3 FD K 为 有 限 集 ， 则 
了 站 六 在 天 中 是 闭 的 3 FOK 为 无 限 集 ， 令 FO(z) = L, Wl 
工 为 {x} 的 于 列 且 LCF。 办 是 7, 的 , 故 荆 = LU{z}。 故 
FNK = L fi F K 在 KK 中 是 闲 的 .这 样 一 来 F 是 列 型 闭 的 。 

当 子 是 继承 的 可 分 空间 时 ,对 于 子 空间 F 存在 可 数 筒 密集 M 。 
KORI MOF 一 F. 男方 面 了 [CF, óM = F, Tü F 必须 是 闭 
集 . 口 

469 定 鲁 《Arhangel'skit) 对 于 空间 X, 下 列 二 条 件 是 等 价 
的 . 
《1) 具有 可 数 密度 ， 

Q) 对 于 X 的 集合 R, 若 *e 忆 , 则 对 于 F 的 某 可 数 子 集 吾 ， 
z€ B. 
证 明 (>(2)》 设 zEF, 令 
E— UíH:HCCF B HB), 
说 明 *e 互 即 可 ， 取 五 的 任意 可 数 子 集 工 = {x}。 对 于 各 ;i。 因 
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z; € E, 484E H, 使 
z € B,, H.C F, H, 是 可 数 的 、 

3⁄2 H — UH;， 则 是 的 可 数 子 集 , 8k HC F. H LcCH, # 

ICE. 因 X 具 有 可 数 密度 , 改 此 最 后 的 不 等 式 表示 一 F. Bb 

Ë FC E, FC E, 另 方面 ,由 FE 的 定义 ECF, 故 一。 所 以 

x€ E. 

(2)=(1) 设 对 于 X 的 集合 F, 38 HC F, HES EJ, WJ 

HCF 成 立 . 车 x 了 , 则 有 ,使 

*#€ E, EC F, E 323, 

B EC F, z€ F,BJ F 29 BE. 
4610 命题 可 数 密度 空间 工 的 子 空间 了 具有 可 数 密度 . 
证 明 取 了 的 子 集 F， 设 若 五 CF， 瑟 可 数 , 则 至 mmYCF 成 

立 ， 此 时 指出 在 了 是 闭 的 即 可 ， 若 令 

E= U(H:BCF, 万 为 可 数 }， 

如 前 定理 的 汪 明 那 样 百 是 也 的 闭 集 ， 另 方面 ,由 对 于 F 的 条 件 、 

ENYCF, fü E YƏF 是 显然 的 , 故 EnY = F. ñW FR Y HJ 


$ 47. Alexandroff 问 题 


47.1 问题 (Aiexandroff) 满足 第 一 可 数 性 的 紧 T, 空间 的 基 
数 不 超 过 连续 统 基数 : 四? 

这 个 问题 是 1923 年 由 Alexandroff 提出 的 , 约 半 世 纪 后 的 
1969 年 被 Amhangel ski 解决 了 ， 这 个 问题 的 解决 是 拓扑 空间 论 最 
近 的 成 就 之 一 ， 在 本 书 中 不 是 根据 最 初 的 讶 明 方法 , 而 是 根据 以 
后 的 Ponomarey 简化 了 的 方法 。 ArhangePski 的 下 各 的 理论 虽 与 
此 证 明 无 直接 关系 ,但 也 能 平行 地 得 到 证 明 , 故 也 同时 叙述 之 . 

42 定义 ”对 于 了 ;空间 X 的 集合 4, 了 的 子 集 [4]:, TAY, 
依 下 述 式 子 定义 之 ， 

[4 = (z € X: x€ if K(K 为 某 紧 集 ))， 
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[4], 一 (z €e X: x € ATKCK 为 其 极 限 点 列 )}. 

令 生 一 4 Al — [Al], A= A, 在 一 [4 对 于 一 般 的 序 
数 > 0, 由 超 限 归纳 法 ， 当 «为 极限 数 时 , 令 4 一 Utat:8< 
a) At = U(At:8 之 a}， 当 0 为 慑 立 数 时 , 令 Ai = [At tho 
4 = [At], FE [AT 14F) 分 别 为 关于 = 单调 增 大 的 超 限 
集合 列 ， 由 X 的 基数 是 确定 的 , 故 存在 7 使 

A AY, Ar = Art: 
成 立 . 这 样 固定 的 集合 分 别 写 做 kLA], Tal. 453688 & R, 
* 时 可 以 省 略 它们 的 下 标 ，[4]，s[41 分 别称 为 4 的 入 包 ， 列 
包 .存在 某 个 Y， 对 X 的 所 有 集合 4， 和 车 能 使 4 一 从 或 À = 
他， 这 样 的 > 的 最 小 数 设 为 a, X 分 别称 为 如 宁 闻 或 s。 空间， 当 
8 所 a 时 ,如 空间 称 为 至 多 如 字 间 。 =£ ¿ 空间 也 同样 定义 
之 . 

47.3 命题 对 于 了 ,空间 X 的 集合 4,8, 下 述 事实 成 立 .其 
中 [ ] 表示 4 或 [ ], 

(1) 4Cct4]. 

@) [4UB]=[A]U[B1. 

G) 当 4 为 入 时 ,4 = [A1. 

证 明 关于 [ ,几乎 用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 故 仅 就 { ]k 的 
Wai Z. 

(D 车 将 4 中 任意 点 * BfER3, pj. 2 l #& ac 
[4]. 

(2) 车 x*e[4IUIB]， 则 存在 某 紧 集 天 ,使 xeCHK4DR) 
或 xEGHBNK). 数 zECILK《4UB)NK), 而 xE[4UB1， 这 表 
上 明 [4]U[BICLAUB]. 

. 反之 ,车 x E14 UB], BFF 839 L, të xe CKCAU BN 
L). 因 G(CAUBNL) = O(GCAnL)U(Bn L) = C4 NE) 
UCIOBOL)8k x€ CI(A Y L)8R z € CICBrYL)Wm x€ [AYU IB], 
#IAUB]1CIAlU[B]. 

G) 因 X 为 7; 空间， 区 其 任意 紧 集 KK 是 闭 的 获 A7iK 一 
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ANK, 而 [4]CA， 另 一 方面 ,由 (1) 因 4CL41, 故 4 = [41.D 

47.4 命题 了, 空间 X 是 空间 的 充 要 条 件 是 下 列 二 条 件 是 
等 价 的 . 

(I) 4=A, (2) 4 一 [4 

证 明 令 X 为 & 空 间 ， 由 前 命题 桓 可 说 明 由 (1 到 (2》， 故 指 
出 让 (2) 到 (17) 即 可 , 因 4 = [414s 故 AfIKC A 对 于 任意 紧 集 K 
是 成 立 的 . 因 X 是 了 ,的 ,K 是 闭 的 , 从 而 4 人 RCK. #ñnKC 
ANK, 而 4 个 K 是 闭 的 。 因 X 是 空间 ,这 表明 4 本身 是 闭 
的 . 

反之 ， 设 (2) 意味 (让, 设 4 为 闭 乐 , 则 对 于 任意 紧 集 KK， 
ATIK ~ 4ANKCA 成 立 , 散 4 一 [4jis 芍 4 一 而 X 必 须 是 
空间 . 

在 此 证 明 中 若 取 玉 为 极限 点 列 ,以 列 型 闲 集 代替 太 闭 集 , 立 刻 
看 出 下 述 命题 成 立 , 

47.5 命题 7, 空 间 X 是 列 型 空间 的 充 要 条 件 是 下 述 二 条 件 
是 等 价 的 ， 


(D A=4, G) A=14A]1.. 

476 定理 对 于 7 了; 空间 X, 设 AL4] 是 4 的 闭 包 , 由 此 导 人 
新 拓扑 构成 拓扑 空间 , 它 是 对 于 原 有 的 X 的 先导 。 

证 明 对 于 X 的 点 x 由 命题 47.3 的 (3)， 有 {x}] — (z), 
故 新 空间 入 中 一 点 是 闭 的 、 着 [4] 一 4%， 则 [AAJ4 = 4, 族 
大 [41] 一 *[4]， 这 表明 对 于 新 闭 包 短 等 性 成 立 。 由 命题 47.3 
之 G), 新 闻 包 的 包含 性 AC kL A] 是 明显 的 .同样 若 由 命题 47.3 
之 (2), 则 有 [4UB] = [4]kU[IB]A; 故 由 超 限 归 纳 法 ,对 于 任意 
序数 .a, (4UB 六 一 AtU Bi 成 立 ， 若 取 “ 充 分 大 ,此 等 式 的 左边 
是 站 4UB], 右 边 是 引 4]Uk[B] 从 而 证 明了 加 法 性 .如 此 名 是 
拓扑 空间 . 

# F£ — X 为 自然 的 年 等 映射 , 则 由 命题 47.3 之 (3), 对 于 
X 的 任意 闭 案 4 有 4 一 六 41; 故 站 (4) 在 六 是 财 的 ， 即 了 是 连 
#S09. E X R T, 空间 。 


* 297 < 


KK XWF KIS. OK ff 4, 设 户 (4) 在 广 (KE) 是 
闭 的 . 这 时 a= LAMA A= [Ah 国 天 是 闭 的 , 故 做 [4 和 
的 操作 在 开 中 进行 和 在 玉 中 进行 是 相同 的 。 因 玫 为 空间 , 故 让 
命题 47.4 有 4 一 42。 这 意味 着 1l1"(X) 是 闭 喘 射 , 故 六 (KE) 和 
Kh, Aü 产 (K) E SEBD. An)jkx 3 X 具有 完全 相 启 的 紧 
83. WE X E k 空间 , 则 总 是 的 下 先导. 

对 于 X 的 集合 4 , 令 P'(A) 是 下 闭 集 ， 这 意味 着 对 于 和 的 任 
意 紧 集 Kk 有 A K = KULA K]. 故 4n 开 一 14nK]ob 从 而 4 一 
[4], 4 = AL4]. 即 六 (4) g X gn. D 

47.7 定义 ”对 于 T,2BUX SJ 2 £ s| Fa——iE 
续 映 射 X — X, X 的 任意 极限 点 列 关 的 逆 象 sz:(K) 在 全 中 是 
紧 的 时 称 各 为 X 的 列 型 先导 , 称 sx 为 列 型 射影 . 

和 先导 相同 , 列 型 先导 也 是 唯一 存在 的 ， 显然, 如果 存在 则 
是 唯一 的 . 存在 的 证 明 依 下 列 定理 , 但 其 证 明和 定理 47.6 是 完全 
平行 的 ; 故 省 略 之 . 

47.8 定理 ”对 于 了 ;空间 天 , 设 [4] 为 4 的 闭 包 ,由 此 导入 
新 的 拓扑 构成 拓 补 空间 , 它 是 对 于 原 有 XX 的 列 型 先导. 

47.9 推论 若 了 ,空间 X 是 空间 , 则 4X 一 村 4]， 车 X 为 
列 型 空间 , 则 4 一:[4]. 

证 明 著 允 为 了 2 空间 ， 则 其 先导 和 X 一 致 ， 故 由 定理 
47.6 A= KL Al. # XE 7: 列 型 空间 时 , 它 的 列 型 先导 也 和 X 
一 致 , 故 由 定理 47.8 85 £ — [A]. 

条 .10 定理 (Adhanget'skity 列 型 了: 空间 X 率 多 是 mw, 空间 。 
其 中 o 是 非 可 数 序 数 的 最 小 数 . : : 

证 明 设 个 为 X 的 任意 集合 。 令 如 4， 车 能 说 明 '[81, = 
B， 则 定理 即 已 得 证 . 设 K 一 {xj}U{x}，fimzx; = x 为 X 的 任意 
极限 点 列 ， 当 B K 为 有 限 集 时 ,B7K = BNKCB. 当 BNK 
为 无 限 集 时 ,存在 {*:} 的 子 列 工 一 {zn} 使 一 BNK 一 {x}. 8 
BE x E431 的 oi 之 eos 设 supe; = p, WJ LC A? kr 

BfIK = É = LUIz]CAaPiC B, 
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T [B], = B. 口 

47.11 定理 〈Arhangslskit) 点 可 数 型 7 空间 X 至 多 是 如 
空间 . 

证 明 设 4 为 X 的 任意 集合 必须 证 羽 4 — [LA),1 BIS 
[LA),], CA 是 明显 的 , 政 指出 4CLL4 JI]k 如 可， 为 此 任 取 点 
z€ 3 — A. WK 28 x 的 可 数 特 征 的 基 集 , 设 口 为 = 的 任意 开 邻 
R. # 

Q) (4knKnU = @, 

则 *€ [[4}414, 故 只 车 证 明 (1) 即 可 . 取 单调 减少 的 开 集 列 17,} ,使 

VCU, z€ P, I D KEVNK G € N). 
若 令 工 一 《nyiD)nR， 则 工 是 含 x 的 天 的 紧 Ge 集 ， 在 此 若 应 用 
命题 41.6， 则 工 在 入 具有 可 数 特 征 ， 存 在 工 在 大 的 单调 减少 的 邻 
域 基 {P 让 ,使 ViCU。 因 *6 了 4, 改 对 各 天 存在 点 xu Ë z € W ñ 
A. 
[xar € N] = M, F — M, 

则 下 是 紧 的 . 因 FNL 2 ó Chi y N) e€ K U.S 
方面 , 因 ye F=M — M ACHn2a = FA, fy €[A). # 
有 ye[41NKAV 而 证 明了 (D， 口 

由 定理 45.10 我 们 已 知 点 可 数 型 7; 空间 是 4 空间 ， 而 定理 
47.11 对 于 那样 的 空间 提供 了 更 深刻 的 信息 . 

4712 引 理 设 7 为 % 以 上 的 基数 ， 对 于 列 型 了 ,空间 X 的 
于 集 4, 若 |41 所 2 成立 , 巾 

l< 2. 

证 明 ”4 的 可 数 集 全 体 构成 的 并 的 基数 所 2"。 dk ABU k ak 
点 列 金 体 构成 的 族 .9 的 基数 也 所 2'"， 荐 令 p: SF — x 2 Sr 
的 各 元 对 应 它 的 极限 点 的 映射 ， 则 由 省 的 定义 ，p(.22) = 4, 
# | < ler] 和 25， 由 这 个 论 法 及 应 用 简单 的 超 限 归纳 法 ， 
有 

|4#1 & 2, oy 
#|A2>] < 2°. 车 由 定理 47.10, 则 X 至 多 是 w, 空间 而 42 = 4, 
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故 育 141 < 2. 口 

4713 引 理 设 X 为 列 型 7 空间 , IF. < oj 是 不 的 闭 集 
构成 的 单调 增 大 的 超 限 列 ， 此 时 F — U{F。:e < oj 是 闭 集 . 

证 明 ”由 命题 46.8, 列 型 了; 空间 具有 可 数 密度 故 为 了 说 明 
下 是 闭 集 ， 对 于 王 的 酝 意 可 数 集 4 ， 若 能 证 明 4CF 即 可 - 因 4 
是 可 数 的 , 故 AC F, fÜ = < wl 存在 ,使 4CFsCF, 口 

47.14 引 理 若 j:X 一 了 是 到 上 的 完全 映射 则 存在 X 的 
闭 集 F. |F 为 到 了 上 的 既 约 上 映射. 

证 明 W.S = (F,:2 € 4} 为 X 中 在 f 下 的 象 是 了 的 所 有 闲 
集 的 族 . 在 Sr 上 , 按 

F, Pe FOP, 
导 人 顺序 .为 了 指出 关于 这 个 顺序 Sr 是 归纳 的 , 令 {Fi:2€ M] 
为 多 的 枉 意 非 空 全 序 子 族 .车 令 一 由 {Fi:4E M), H Ej 
#. 为 了 指出 fH) 一 Y， 设 ?为 Y 的 任意 点 ，{ 关 GODm Fa 
16 M SR P'O) 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 , 故 
f'G)0(Ə(níIFi 2 €e M)) = @. 
若 从 此 式 的 左边 取 点 x, 则 x* € H B G) — y. # (H) = Y. Ht 
此 日 EF 且 时 为 [Fi:4€ M} 的 上 确 界 . B S” 是 归纳 的 , 故 应 用 
定理 3.3 的 Zorn 引 理 , 极 大 元 六 存在 ， 显 然 此 下 即 为 所 求 . 口 

47.15 定义 空间 X 的 稀 密 度 是 指 X 的 称 密 于 集 的 基数 中 
的 最 小 者 ， 以 (X) 表示 之 。 

47.16 引 理 设 大 X 一 了 为 到 上 的 既 约 闭 连续 喘 射 ， 这 时 
s(X) < (Y)< w(Y) 成 立 ， 其 中 w(Y) 为 了 的 重 数 . 

证 明 ” 取 了 的 基 多 使 多 | — w(Y)。 从 鹃 的 各 元 中 选 点 
yx(B). 若 令 S$ 一 {7C(B): BE 2), W| ]s| < e(Y)B S= Y, #& 
(Y) < w(Y)， 对 于 5 的 各 点 ” 选 x(y) E+(y) 的 点 x(y)， 车 
令 T 了 一 {x(y):y€8}, 则 |T| 一 15|. 由 了 的 连续 性 有 3 一 fT)CC 
AT)C5， 另 方面 , 因 {是 六 的 故 SCHT). 故 /(T)—= S= Y. 
B! 是 既 约 的 ,这 个 式 子 意味 着 了 一 X, 有 sX) 专 |T| = 151 < 
KY). [1 
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47.17 ESE (Arhangel ski) 设 rt 为 28 0939. 紧 列 型 
了 ,空间 X 的 各 点 若 具 有 基数 =< 2" 的 邻 减 基 , 则 X| < 2 < 

证 明 对 于 X 的 各 点 *, 取 其 邻 域 基 Y- ,12 -| < 2' B. 
各 元 是 补 零 集 .对 于 X 的 集合 F , 令 

Fe UF sr EFF} = {Vt € ACF)Y. 
对 于 gr 的 各 元 六 , 作 连 续 函数 访 :X 一 产 一 天 使 疡 一 EX 
f(x) > 0). 对 于 久 的 集合 下, 考 卉 下 列 对 角 映 射 。 
Br = (ñ:l € A(F)):X — IN 1:22 ACF)}. 

取 X 的 闭 集 KCF), 使 gejK(F) 2982509. IS gr 是 完全 的 ， 故 由 
引 理 47.14 保证 了 这 样 的 K( F) 的 存在 . 

(1) 4€ ACF) 之 VV; 关于 gr 是 饱和 的 . 
由 x EX 一 Vi < 之 有 h(x) 一 0 直接 推 得 ， 其 次 注意 到 

, (Q) g#a()— x, z€ F, M FCK(F). 

若 取 下 的 任意 点 x,%Y" 的 任意 元 Vs; 因 X€ ACF), 由 (1) gr'gr(*) 
CV. #& gg, Y (Vi: V) € %,) = [z] 从 而 ge'ge(e) — < 
必须 有 z € K(F). 

(3) FCF' '= gr'ge(s) Igrilgr Cr), z€ X, 
H A(F)CACF') 及 gr 的 作法 直接 推 得 , 令 J(F)= HID:2 € 
4(F)}， 我 们 证 明 

GQ) IF1|<2 = |K(F)| < 2°, 
再 | BR < 22 E|%,| 所 27,xEF, 有 1s| 所 25, 即 [14(F)| < 2, 
#Ëk e(J(FD) 所 2 由 gr(X)CICF) 有 wgr(X)) < GG(F)) < 
2", 在 此 应 用 引 理 47.16, 则 AK(F)) < sgA(X)) < e(ge(X) < 
2'。 由 引 理 47.12 必须 有 [KCF)| = sCK(F)), 故 [KC(F)| < 25, 

设 XX 的 任意 一 点 集合 为 Fa. 由 此 F, 出 发 根据 超 限 归纳 法 对 
于 a 过 w 的 任意 序数 a, 构成 x 的 闭 集 F。, 使 之 满足 下 列 二 条 件 

G) IF, <2. 

(6) 8 <= K(Fp)CF.,. 

为 此 就 > 0 假定 已 经 做 出 满足 上 述 二 条 件 的 闭 集 族 {Fp: 8 
< e) 《下 标 做 显然 的 变动 )， 营 令 
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F.= CQX(UIK(F.):8 < al), 
则 部 为 所 求 .由 假定 对 于 各 p<<e, 因 |Fel < 2', 由 (4 有 1 天 (Fe) 
< 2". IS 8 a 的 8 不 过 可 数 个 , 故 
|U(K(FO):8 < a)| < 2°. 

故 由 引 理 47.12, 对 其 闭 包 Fs。 有 |F。| < 2° 而 (5) 成立，(6) 的 成 
立 是 明显 的 , 故 完成 归纳 法 ， 若 令 

{7) H=—= U(Faa < ob 
由 引 理 47.13, 妃 是 和 的 闭 集 , 另 外 由 (5) 式 |H| < 2* 也 是 明显 的 ， 
故 只 车 说 明 再 各 X 一致， 定理 即 得 到 证 明 .为 此 任 取 点 p EX, 为 
了 简单 ,将 gs, 写 做 ge, 由 gAKCF。)) = zX), ff 

(8) 天 CE) 门 58o(p) > @ a < o, 
由 (2) 和 C6) 有 

(9) H = U(K(F.):a < wo}. 
中 (8) 和 (9) 有 

(10) Hñ gg (0) = @ , o < o). 
由 C3) 和 (10),{HN ga'gs(p):a < o) 具有 有 限 交 性 质 , (HIS H 
BR 

H0(DIg'a Q): < a.)) > @. 

改 可 取 

《11)》 gqg EHMNCN {gg lp) :oa < od) 
的 点 9， 由 (7) 和 (C11) 存 在 使 9g€ Fy 的 7 < o, 由 (2) gr'tg,(q)= 
9, 由 (11) pe gy'gr(q), 收 p = 4， 这 意味 着 pe FrCH, 获 证 明了 
xcHu. OD 

在 此 定理 中 若 * 为 网, 则 立即 得 到 下 述 

47.18 推论 ”满足 第 一 可 数 性 的 紧 T, 空间 的 基数 不 超过 连 
续 统 基数 

如 此 看 到 了 对 于 列 型 7, 空间 的 美丽 的 理论 , 苦 着 显示 出 可 数 
密度 空间 的 构造 成 为 有 趣味 的 对 象 ， 这 方面 的 研究 几乎 还 没有 着 
手 , 但 如 下 所 见 到 的 许多 很 有 趣味 的 问题 等 待 着 我 们 解答 . 

47.19 向 题 (Hajnal-Juhisz》 继承 的 可 分 的 紧 7 空间 的 基 
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4720 [BES (Amhangclskit-Efimov) 可 数 密 度 的 紧 7; 空 间 
售 有 具 可 数 邻 域 基 的 点 吗 ?” 如 果 连 续 统 假设 成 立 将 如 何 ?? 

47.21 问题 (Arhangebski -Efimov) 可 数 密度 的 紧 , 无限， 
T, 空间 含有 无 限 的 极限 点 列 吗 ? 

47.22 问题 (Arhangcbski) 可 数 密度 , 紧 7,,Soustin 空间 的 
基数 是 不 超过 连续 统 基数 吗 ? 

47.23 JES (Arhangel'ski) 设 X 是 可 数 密度 的 Lindel5f E 
则 空间 , 且 其 各 点 成 为 Gs 集 , 此 时 |X | < c 89 或 至 少 |X| <2, 
吗 9? : 
47.24 定义 空间 X 是 齐 次 的 《homogeneous) 是 指 对 于 任 
意 二 点 x,y EX, 存 在 从 X 到 上 的 拓扑 辣 凸 映射 ,使 A(x) = y. 

4725 向 题 (Arhangel skiD) 可 数 密度 , 紧 7,, 齐 次 空间 的 基 
数 是 不 超过 连续 统 基数 吗 ? 


$ 48. 继承 的 商 映 射 和 Fréchet 空间 


48.1 定理 《Arhangel'skii) 对 于 到 上 的 连续 映射 1:X 一 了 ， 
下 列 二 条 件 是 等 价 的 . 
GQ) 了 是 继承 的 商 映 射 ， 
《2) 了 是 伪 开 映 射 . 
证 明 (>G) 设 了 不 是 伪 开 映射 , 则 有 了 的 点 7 ftp) 
的 开 令 域 坪 存在, 使 1U) 不 是 ? 的 邻 域 . 因 ye CiY — (UD), 
故 了 一 忒 D) 之 中 存在 有 向 点 列 {yej ;使 imye 一 y $À = ly.) 
B— AUD) N FCC (B) 一 可 8 f (A) E CB) hE 
1) B. eropsyx (T, À. H., 222 (1975), 302) 证 明了 “六 = L° 可 指出 存在 基 
数 为 2 的 继承 可 分 \ 继 承 正规 紧 体 Y"， 因 为 显然 Y 的 离散 子 集 均 可 数 ? 由 此 
也 是 问题 16. 3 的 解答 ,一 一 校 者 注 
2) 问题 17.20,47.21,47.22 均 被 B. gyzopuyk (R. A. H., 220 (1975), 786) 
用 “V = 上 >” 而 否定 . — wk 
3) 此 河 题 是 肯定 的 , 见 A. Apxanrensekuñ CyMH., 33 (1978), p. 34) 的 定 尾 
1,1.10, 一 一 校 老 注 
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BH09. OR f[ 广 (B) 280893, 则 4 在 # 是 闭 的 。 这 意味 着 7 在 
引 是 孤立 点 , 因 之 是 矛盾 的 . 

(2)=>(D 设 f 为 伪 开 映射 ,对 于 了 了 的 集合 G, 令 广 (G) 是 
开 的 . 对 于 G 的 任意 点 y, 六 (CG) 是 f(y) 的 邻 域 故 G — 1 六 G) 
必须 是 y 的 邻 域 ， 故 G 是 开 的 而 ! e sik ih. 对 于 了 的 任意 子 集 
A, fl (A) 还 是 人 的 开 上 映射 是 几乎 明显 的 。 故 入 站 (4) 必须 是 商 
映射 ,这 意味 着 f 是 继承 的 商 映 射 . [| 

48.2 定义 、 至 多 如 空间 也 叫做 室 间 .至 多 4 空间 也 岂 
做 Frtchet 空间， 继承 的 空间 当然 是 指 任 意 子 空间 都 是 空间 
的 空间 、 Fréchet 空间 是 指 对 于 该 集合 4， 若 *€ A, MUS UJ 
[x] C AfË limx; 一 x 的 空间 而 言 也 可 以 ,这 是 明显 的 . 

483 sE3E (Arhangelski) 若 1:X 一 Y 是 到 Frtdhet T; 空 
间 Y 了 上 的 诬 映 射 , 则 了 是 继承 的 商 映射 

证 明 ”根据 定理 48.1 假定 f 不 是 伪 开 的 ， 划 出 现 矛 盾 即 可， 
设 存在 了 的 点 y 和 f(y) 的 开 邻 域 世 ,而 大 CD) 不 是 y 的 邻 域 . 因 
yeECIY — /(U)) B y E: Fréchet 空间 , 故 存在 收 黎 点 列 (y; )C 
YY 一 和 0), 使 imyi 一 y 落 令 4 一 站 也 一 和 7Ut 则 因 了 
是 了 ;的 ,3 是 紧 的 , 故 引 是 闭 的 故 广 (B) 也 是 闭 的 ， 由 三 (7 
UDU 且 UNAK4) = @ ,# CA) 是 闭 的 , 故 了 是 商 陕 射 而 4 是 了 
的 闭 祭 , y 不 能 是 极限 点 ， 这 是 矛盾 . 

484 推论 若 万 X 一 了 是 到 满足 第 一 可 数 性 了 ;空间 了 上 
的 商 映射 , 则 它 是 继承 的 商 喘 射 ，、 

证 明 大 为 满足 第 一 可 数 性 的 空间 显然 是 Fréchet 空间 . 

48.5 例 是 列 型 空间 得 非 Frtehet 空间 的 空间 是 存在 的 .在 
例 44.6 中 f:R 一 5 是 商 映 笑 但 非 继承 的 商 映 射 ， 负 这 个 'S 是 实 
直线 及 的 商 空间 ， 故 由 定理 46.6 是 列 型 空间 ， 另 外 是 了; 的 也 是 
明显 和 的， 如 果 S 是 Fréchet 空间 , 则 由 定理 48.3, f 必须 是 继承 的 
商 映 射 , 故 3 不 是 Fréchet 空间 . 

48.6 定理 〈4rhangebskiD) 局 部 紧 T, 空间 的 继承 的 订 宰 间 
《 印 继 承 的 商 呐 射 的 象 ) 是 空间、 反之 多 ,T; 空间 是 局 部 紧 T, 
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空间 的 继承 的 商 空间 . 

证 明 ” 设 1:X 一 Y 为 继承 的 商 映 射 ,为 局 部 紧 空间 ， 对 
了 的 保 合 4, 取 ye 有 A 一 4 的 点 y, 令 B 一 4Ut{y}, 因 f1f(B) 
是 商 映 射 ，4 在 8 非 闭 ， 故 六 《4) 在 们 (8) 是 非 闭 的 . 故 可 取 
z€ IGC 01) 的 点 x， 取 x 的 开 令 域 U， EU Je EAS. 
对 于 *e VCU 的 任意 开 集 V, 因 VNCG(4)ND)~=VNA'(4) 
= @ W < € CIGCICA) U), 故 

y = IG) EHDINDICCGIAAND)) 
C CI(CA (U). 
338838) (O) 是 紧 的 , 则 了 是 空间 ， 

反之 , 令 了 为 尺 ,T; 空间 . 若 X 为 了 的 所 有 紧 祭 的 拓扑 和 , 则 
X 为 局 部 紧 T, 空间 ， 令 FX — Y 为 自然 映射 车 假定 这 个 f 不 
是 伪 开 的 , 则 存在 了 的 点 ?及 广 '(y) 的 开 邻 域 U, 使 y ECIY 一 
HU)). 因 了 是 并 空 间 , 故 存在 Y 的 紧 集 尺 ,使 

y ECKKNGY — KU))). 
荐 将 这 个 K 夏 做 X 的 集合 ， 则 下 一 已 和 PG) 不 相交 、 Sk y& 
KK 一 U)， 因 了 是 7 的 , 政 紧 集 KK — U) 在 Y 中 是 闭 的 . 故 
KK — U)ƏCKKD(Y — HU))) 而 yECIKNCY — KU))), 这 
个 矛盾 指出 t 是 伪 开 的 ， 从 而 由 定理 48.1 1 是 继承 的 商 映 射 ， 口 

487 引 理 ” 到 上 的 连续 映射 f;:Y — X 是 继承 的 商 映 射 的 
充 要 条 件 是 对 于 XX 的 任意 集合 日, 人 CICH)) 一 豆 成 立 . 

证 明 ”必要 性 ” 取 人 尾音 点 x*e 下 一 H. 若 令 一 HU{r}, 则 
五 在 F 中 非 闭 . 因 f|f"《F) 是 商 映 射 , 故 产 (5) 在 f《F) 非 闭 ， 
故 有 ye CCHDNf!Cx) 的 点 存在 ， 对 于 这 个 y 有 jy) — <€ 
KCIP(H)), 故 日 CKCICH))， 让 “的 连续 性 保证 了 H5 
IGGI (H) H = KCIAHD)). 

充分 性 ”为 了 说 明 f 是 伪 开 的 , 取 任 意 点 xEX 及 f(x) 的 任 
意 开 邻 域 U， 若 取 属 于 CLICX 一 VU)) 的 任意 点 x MJ X — KU) 
中 存在 有 向 点 列 {x。} ,使 imx。 — **。 荐 令 (zY 一 日 , 则 1(H)CC 
Y —U,# CU IGDCY —U, # OIAH))CAY — U). 因 
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H — HOCKH)), 必 HCHY — U), Bye B.B z& KY — U), 
故 * = z. IE CIX 一 U0)) A z, Ék (U) z 053 
f 是 伪 开 的 .在 此 若 应 用 定理 48.1, 则 J 为 继承 的 商 映 射 , 

488 ”定理 ”对 于 空间 X 下 列 性 质 是 等 价 的 . 

G) XJ Fréchet 空间 . 

(2) X 是 局 部 紧 度 量 空间 的 继承 的 商 空 间 ， 

G) 和 是 度量 空间 的 继承 的 商 空间 - 

证 明 (D>(2) 因 Fréchet 空间 是 列 型 空间 ， 故 照样 因 效 
定 涅 46.6 的 证 明 及 记号 , 作 从 尾部 紧 度 量 空间 Y 的 商 员 射 大 > 一 
X， 为 了 指出 此 f 是 座 承 的 商 映 射 ， 取 X 的 任意 集合 再 及 任意 点 
xe 互 ， 取 收敛 点 列 {z}C 互 使 imx; — x+， 对 应 于 极限 点 列 Ko 一 
[xY U {x}, 考 品 了 的 极限 点 列 L. = (xz,YU íz); BJ (z) CF (H) 
而 在 Y 中 z€ CG), 从 而 在 X 中 z€ (CFG). T Hc 
HCCIAH)), 由 引 理 48.7, 是 继承 的 商 映 射 . 

《2) 一 (3) 是 显然 的 ， 

《3) 人 (1) W. Y 一 X 为 从 度量 空间 Y 的 继承 的 商 了 映射。 取 
中 的 任意 集合 五 ,任意 点 x€ 吾 ,由 引 理 48.7, H=/(CIF (H) 8k 
可 取 点 y， 使 f(y) = < B ye CIH). 38 p'GH) 的 收 丝 点 列 
1 使 my; = y, 则 {Cy2)}CH B. limf(y;) ~ Hy) = z, 3 
BH X E Fréchet 空间 。 

489 推论。 Fréchet 空间 的 继承 的 商 空间 是 Fréchet 2# 8. 

这 由 继承 的 商 映 射 的 合成 是 继承 的 商 瑞 射 及 前 定理 (3) 的 特 
征 化 是 明显 的 . 

48.10 ”定理 《4rhangel'skit) 对 于 7; 空间 X 下 列 二 条 件 是 等 
价 的 。 

G) XX 是 Fréchet 空间 。 

《2) XJ388BS k 2s]8]. 

证 明 (1)=>G) Fréchet 空间 的 任意 子 空间 由 定理 48.8 之 
(3) 还 是 Fréchet 空间 。 Fréchet 空间 是 列 型 空间 , 列 型 7, 空间 是 
太空 间 . 由 此 多 是 继承 的 不 空间, . 
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(2) 二 (1) 取 X 的 集合 M, M— M BJ z. 在 满足 条 件 
x6 工 的 M 的 子 集 工 中 取 基 数 景 小 者 ,应 用 47.9 推论 于 子 空间 LU 
{x}, 则 在 此 空间 中 直 亏 ] 必 须 与 亏 U{fzx} 一 致 .在 空间 工 U{z} 中 
取 [LJ 它 若 为 工 ， 则 必须 有 [5] 一 工 ， 故 必须 有 [L], = 
工 U{x}， 这 个 等 式 保证 了 LU{x} 中 存在 紧 集 天使 >ECIK 一 
zD. 由 工 的 取 法 有 1LI = IK1， 设 此 共同 的 基数 为 .7 是 无 
限 的 . 若 说 明了 z 一 激 , 则 天 是 紧 , 可 数 ,7: 空 间 , 于 是 具有 Cs 
对 角 集 ,由 定理 42.23 是 可 距离 化 的 。 因 * 不 是 KK 的 孤立 点 , 故 存 
fE K — (zy BB 87] (zi 使 imws = x, lC M, 故 X 是 
Fréchet 空间 . 

WU: e € 4} 为 * 在 K 中 的 邻 域 基 中 基数 最 小 者 ， 于 是 如 下 
可 知 |4| 一 r. 若 |4| < z, 则 对 于 各 e€ 4 取 点 xs€ U, (K 一 
{x)), 若 令 工 二 [zat € 4}, 则 |L'| 之 f 且 xELZ' 产 生 巴 盾 ， 故 
r<|4l. 为 了 说 明 r = 141 证 明 在 K 中 * 的 邻 域 基 的 基数 不 起 
过 * 即 可 . K 一 (z) 的 所 有 有 限 集 族 (K.:2 € A) 的 基数 是 *. 对 
于 各 46 4 对 应 使 Kf 一 名 的 * 在 六 中 的 开 邻 域 Fl。 容易 看 
出 {V4:4€ A) 构成 * 在 K 的 邻 域 基 ， 其 基数 为 r。 如 此 证 明了 
lAl| = r. 

4 看 做 比 基 数 为 + 的 序数 中 的 最 小 数 还 小 的 序数 全 体 组 成 
ÉS. JR x #£ K h#jtdshR w. E WecU. XW. — {x} 取 点 po 
取 8€4， ST a < 8 BJ BUS as 设 已 确定 * 在 天 的 开 邻 成 W , ü 
W, 一 入 } 的 点 pes 取 W, 和 pa 如 下 ， 因 {po:0 < 8} 的 基数 比 7 小 
#k x & Clp: e < 8}， 故 * 在 KK 的 开 邻 域 到 s 中 存在 满足 

Ci{pa:e < BINWs = @, W ICU, 
二 式 者 。* 在 天 的 特征 是 z， 族 (W. < 8y 的 基数 比 F Jo K 
N{Ws:a << 8} 含有 x 以 外 的 点 pp， 如 此 以 来 对 于 所 有 的 超 限 的 
ae 4, 能 确定 Ws 及 ps. + 
E= (aa € A}U{x}, 
在 此 子 空间 E 中 * 不 是 孤立 点 . 集合 
X — (Ci{pe:o < pIU Bsn) 
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是 X 的 开 集 ,和 互 仅 共有 点 ps， 故 在 E 中 * Dki BUS K at 3L 
立 点 .由 本 证 明 开 头 的 论述 ,存在 E 的 紧 集 ,使 x € CF 一 {x})。 
车 令 为 了 一 {z} 的 可 数 无 限 集 , 则 由 E 的 紧 性 有 xe 下 。 因 PC 
M, ñr — w. D 
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49.1 定义 M3LIX > Y EB EEb3880k81, SW Fa 
条 件 时 称 为 双 商 号 射 《biquoticat)，. 

对 于 任意 点 EY 及 满足 a6#-> 广 (的 X 的 任意 开 集 族 G6 ， 
存在 其 有 限于 族 g 使 Kg 9 y tb SR, 

到 上 的 开 连 续 陕 射 ， 到 上 的 完全 商 射 等 都 是 双 商 跨 射 的 简单 
例子 

49.2 命题 “车 Y 为 7, 空间 , 则 对 于 到 上 的 连续 觅 射 刻 & 一 
了 ,下 列 二 条 件 是 等 价 的 . 

(CD 了 是 双 商 肌 射 ， 

Q) 对 于 任意 点 ye Y 及 X 的 任意 开 栈 盖 WH， 存在 它 的 有 
TIR 使 Kg 的 3 y 的 名城 ， 

证 明 Q> 是 明显 的 , 故 证 明 (2)>(1)， 取 点 yeY, 取 
使 FG) C2/* 的 X 的 开 集 族 UW， 取 ?的 开 集 族 9 使 Ya 一 
Y 一 {y} 且 Ve 之 y&P， 因 Y 是 7 的 ,这 样 的 -是 存在 的 . 
因 UU"(%) 是 X 的 开 覆 盖 , 故 存在 2 的 有 限 子 族 U1 及 % 
的 有 限于 族 9, 使 人 UUF"(Y 区 ) 是 y 的 邻 域 。 但 因 

ya — cHQGrD), 

# (Zt) 是 ?的 邻 域 . D 

49.3 命题 “ 双 商 映射 的 合成 陕 射 是 双 高 哆 射 ， 

征明 设 1:X 收 了,g:Y 一 2 为 双 商 映射 。 取 点 ze Z, R x 
的 开 案 族 2 (ep G) Ce", Y00848 y 因 大)C 
abs， 故 存 左 2 的 有 限 子 族 UY，, 使 QL3) E z 的 邻 域 . 若 令 
Intf( R09) — U, BJU,:y e gG) HSE z) 的 Y 的 开 集 族 . 


“308 


履 存 在 其 有 限 子 族 Y 一 (U... U,.Y Ë g(97t) 是 > 的 邻 域 . 
车 令 多 一 UL 一 1， n), ， 则 这 是 G 的 有 限 子 族 且 
EC Cg : 故 89YAD) E z BJ QR. 

49.4 命题 双 商 映射 是 继承 的 商 映 射 . 双 商 映射 是 继承 的 。 
痪 言 之 ,车 f:X 一 Y 是 双 商 映射 , 则 对 于 任意 集合 SCY,JI(S) 
是 双 商 映射 、 

征明 设 天 站 一 了 是 双 商 映射 , ? RY BUR. 若 任 取 广 :0 
的 开 邻 域 U， 则 {0} 是 由 一 个 元 组 成 的 开 集 族 并 材 盖 三 (9).， 故 
KU) 是 ?的 邻 域 ， 这 指出 了 是 伪 开 的 。 

为 了 证 明 命题 的 后 半 部 分 , 取 点 y € S. 设 A = 0} 为 覆盖 
f(y) 的 于 空间 (8) 的 开 集 族 、 对 于 各 1 取 使 U0; 一 V, DT (SD 
的 的 开 集 V, 作成 X 的 开 集 族 Y = (V,). 因 六 (CAAC 
%" , 故 存在 9 的 有 限 子 演 yn 一 (V... xj， 使 oo 和 是 ? 
在 了 中 的 邻 域 .车 令 27, 一 [Ui UP, NI /(2zË)=Korh)n 
S,à8k ICG) 是 在 5 的 邻 域 . 

495 例 存在 继承 的 商 瑞 射 而 非 双 高 映射， 

设 为 单位 区 间 工 的 所 有 极限 点 列 所 构成 族 {KK} 的 拓扑 和 ，、 
f:X—1 为 自然 映射 .由 48.7, f RPR RBURSDR AI. RR 人 UM 一 {Kj 作 
29 XJ 836 1 27 的 任意 有 限 子 族 % ,N Kot) 是 可 数 的 ， 
故 不 能 是 任何 点 的 任何 邻 域 ， 故 由 命题 9.2，f 不 是 双 商 耿 射 . 

49.6 命题 对 于 到 上 的 连续 映射 j:X 一 Y， 下 列 二 条 件 是 
等 价 的 、 

(1) ”+f 是 双 商 映射 ， 

(2) 若 绍 是 Y 中 的 有 限 乘法 的 滤 子 基 ,y c YE Bye, 
则 某 个 + € (y) f ( 如 ) 的 接触 点 ,( 关 于 用 语 参考 11.2,27.14.》 

证 明 (]) 一 > (2) 否定 (2), 设 存在 Y 的 辣子 基 < 和 它 的 
接触 点 y EY ,对 于 各 点 * € f '(y), 取 它 的 开 邻 域 U: 及 BE 绍 使 
U,0FXB)= 2, 1U,: Ef'(y)) ST FG) 的 开 集 族 . 但 

的 任何 邻 域 也 不 能 用 有 限 个 AU。) NS. 
(2) 一 > (1) 否定 (1), 设 存在 点 y EY 及 入 4 站 (9) fJ X 
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的 开 集 族 2 ,对 于 QB 的 任何 有 限 子 族 o (ora) 3828 y BJ 85 
域 ， 令 # 为 所 有 了 一 蕊 Y-9) 形 的 集合 族 ， 则 2 EE 38, ? 
是 其 接触 点 ,但 任何 的 *e fo) 也 不 是 扩招) 的 接触 点 . 

497 引 理 设 记 :Xe 一 Yo(aee4) 为 到 上 的 映射 ， 令 X 一 
I1IX,, 了 一 TIY,, = I:X>Y, parX Ke qa Y > Y, 
为 射影 ， 设 U,CX,, ae 4 此 时 下 式 成 立 

基站 PT) = ñfe9z(U.). 
证 明 /(O922(U.) = fOIU,) = I,(U,) 
= MN gfe(Us) = Nfpa(Us), Ú 

49.8 .定理 《Michad) ” 双 尚 映射 之 积 是 双 商 映 射 。 

证 衣 ” 因 获 上 述 引 理 的 记号 设 各 所 为 双 商 映射 ， 指 出 满足 
命题 9.6 的 条 件 (2). 取 在 ? 的 有 有 限 乘法 的 滤 子 基 sp K 35 kk 
Ë y. W y 08 8382338 97, I 2 US”, 具有 有 限 交 性 质 .由 定 至 
3.5, 存 在 含有 它 的 极 大 滤 子 .多 .这 个 .多 显然 妆 伍 于 y. 若 ?一 (yo)， 
则 和 (多 ) 收 化 于 je, 对 于 各 = 成立， 因 因为 双 商 有 映 射 ; 故 存在 点 
xue fx(ye)， 使 它 是 大 (9o( 多 )) 的 接触 点 ， 若 令 x = (z.), MU 
< €f), RB z 是 六 (多 ) 的 接触 点 即 可 。 

wF X. rh x, ËJ tE 8 E 63 U, K IE & BD PE Sr, U, 和 
Fa CF) = pf CF) 相交 . 故 jpz*(Uo)NF = @ N 5 是 极 大 
BT fk (U) 是 多 的 元 束 ， 故 这 样 形式 的 集合 的 任意 有 限 


# p= ñ fa.) 8518363. 这 意味 着 将 住 总 元 Fe = 
相交 、 直 引 理 4.27, ñ pat(Us) 和 广 (P) (PE 多) 是 相交 的 ， 


故 * ETC) Woh, 从 而 是 其 子 族 f 绍 ) 的 接触 点 . 口 

49.9 ”定理 (Michael) 当 了 是 7, 空间 时 ,在 下 述 各 情形 下 商 
映射 关 X 一 Y 是 双 商 映射 

(1) 当 X 是 Lindelsf 空间 Y 为 9 空间 时 . 

(2) 当 各 Bryj"*(y) (y € Y) 是 Lindelit 空间 ,了 满足 第 一 可 
数 性 时 . 

证 明 《1) 假定 不 是 双 商 的 , 则 存在 点 ye Y f X BF N 
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3 27 ,使 对 于 2Z 的 任意 有 限 子 族 >° Gr) AE v B 3538, W 
(U25827 (GSE, 令 V, — Ü Una e N. jk W.) 3046 


Y 为 ?空间 的 》 的 开 邻 域 列 ， 由 假定 万 。) 不 合 琴 ,， 故 可 取 点 
J W, — KV,). 车 令 3 一 {y]， 则 Y 一 UfCVs), 故 5 为 无 限 
集 ， 故 3 SEA. 存在 子 集 T7C5 使 T 在 Y 中 不 是 闭 的 ， 另 方面 
对 于 各 zs 六 (7) 月 F。 在 7。 中 为 团 的 , 故 关 (77 在 X 中 是 闭 的 ， 
这 和 了 是 商 映 射 相 矛盾 . 

G) 假定 了 不 是 双 商 的 ,其 存在 点 y EY 及 和 的 开 集 族 2 ， 
使 广 (Ci ,对 于 B 的 任何 有 限 子 族 % ,大 2 也 不 是 >》 的 
邻 域 .这 个 y 不 能 是 孤立 点 , 故 Bry 广 7) = @.W(U,y25 @¿ 的 可 
数 子 族 且 U VD Bryf(y), 令 Po 一 LUj U0i, 设 {Wj 为 ?的 邻 域 基 、 


i=1 


取 点 eW — KV). 由 应 用 简单 妇 纳 法 存在 Y 的 点 列 {， 
5， 和 ?的 开 邻 域 列 {G:，G:， … 如 下 .。 

X€ G, — KV.), G,CW,, 6, n[y, y) = @, 
于 是 点 列 S= {yo} 的 极限 点 是 > 而 S 在 Y 不 是 闭 的 ， 为 了 说 明 
广 (S) 在 X 是 六 的 , 因 Ci 六 (SCf(S)U 六 (7)， 只 若 说 明 CIf CS) 
们 Bry 广 (?)》 一 Z 即 可 ， 若 任 取 点 *€ Bryf +《y) ， 则 对 于 某 个 "， 
z€ Te。 男方 面 , 困 和 yw; yaa); = @ if 

V, —f (S) = Va fy yy}), 

故 V, 一 了 《5) 是 * 的 开 邻 域 ， 显 然 这 个 开 邻 域 和 fC(5) 不 相交 ， 
šk z &CH(S), nit p'(s) 是 闭 集 ， 因 是 次 映射, 故 5 必须 是 
Y 的 闭 集 ,导致 巴 盾 . 口 

49.10 定理 《Michad) 8 f: X — Y 是 到 上 的 连续 映射 ，Y 
为 一 空间 , 则 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 . 

GQ) 了 是 双 商 的 ， 

(2》 了 Xx L, 对 于 任意 空间 Z 是 商 映 射 ， 

G) 了 X 1z 对 于 任意 仿 紧 7 空间 Z 是 高 映射 . 

证 明 《1) 一 > (2) 由 定理 49.8 , 双 商 罗 射 之 积 是 双 商 的 , 恒 
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等 映射 1z 是 双 商 的 , 故 f x 1z 是 双 商 的 ， 若 由 命题 49.4， 则 双 次 
有 映射 是 继承 的 商 映 射 当然 是 商 现 射 

(2) 一 > G) 是 明显 的 . 

《3) 一 > (]) 设 f 不 是 双 商 映射 ;构造 一 个 使 1 x 1, 不 是 商 现 
射 的 仿 紧 Tr, 空间 Z. 因 Y 是 7, 的, 故 可 应 用 命题 49.2 即 存在 Y 
的 点 加 入 的 开 覆 盖 27 ,使 对 于 2 的 任何 有 限 子 族 ,入 ) 
都 不 是 加 的 邻 域 ， 设 $ 为 全 体形 如 Y — 1% *) 的 集 族 .于 是 
著 Be 8, 则 je。 在 此 对 于 各 UE 2z/ ,BRsE U DP 02 @ 3 
不 失 一 般 人 性, 故 对 于 所 有 的 B € sg 可 以 认为 y 8 B. 

Z 是 对 于 集合 Y 如 下 导 人 了 括 扑 者 .. Z 一 {yo} 的 各 点 做 为 开 
集 ,y% 在 的 邻 域 基 由 - 
fyUB:BE 有 
给 出 .显然 Z 是 仿 紧 的 .而 且 因 站 {8: Be 2) —= 包 , 故 Z 是 7 的 。 

为 了 指出 # = f x 1z 不 是 商 映射 , 令 

$= {EY X Z:y °% y). 
今 证 明 5 在 Y x Z 不 是 闭 的 , IB a-1(s) # X x Z 是 际 的 . 

为 了 指出 8 在 了 x Z 不 是 闵 的 ， 只 需 说 明 (yo yo) e 8, B 
加 在 了 的 任意 开 令 域 V 及 任意 Be 2. 因 p€ B — B, AE 
ye Vn B, y> y, R. 

Gy, ECV x (BU{HDNS, 
8 Oye ya) € S, 

为 了 判断 (S$) #£ X x-Z 是 闭 的 , 设 (z,yy& 3 (9). # 

7 车 为 泻 H#) 半 y, 故 
w=f(Y— (yD) x (yl 
R(z,y)B9963R EB W y (S) = @. W&(z,)&CU (S), #y= 
yo; 则 取 口 使 x EU e 47, 
B=Y—HU), W,— U x (BU(x)). 

W, Ë (x, y) — (z, yo) 的 邻 域 且 WW 加 XS) = @. PBK C.) & 
CA 1(8), 

49.31 定理 《Michasl) 设 Y 为 正则 空间 , :XX 一 了 为 到 上 
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的 连续 里 射 , 则 下 列 三 分 条 件 是 等 价 的 

G) 了 是 双 商 映射 且 Y 是 局 部 紧 的 . 

(2) ”对 于 任意 商 竖 射 g,f X g 是 商 映 射 ， 

G) ”对 于 定义 域 和 值 域 都 是 仿 紧 T, 空间 的 任意 到 上 的 闭 连 
BB z. X 8 Rek Ai, 

证 明 (>G) 3 zg:S— T, 

(4) ix z=G(,X2-(fX1O. 
由 定理 49.8 作为 双 商 映射 之 积 f X 1s 是 双 高 的 . 因 Y 是 局 部 紧 
正则 空间 , 故 由 定理 45.7, ly X š 是 商 映 射 。 故 f x g 作为 高 映射 
的 合成 映射 是 商 映 射 。 

(2) >(3) 是 显然 的 . 

(3) 过 (1) 为 了 证 明 其 对 偶 命 题 ， 否 定 (1)。 落 不 是 双 商 
的 , 则 由 定理 49.10， 存 在 仿 紧 T, 空间 Z, Ef x 1z 不 是 商 且 射 . 
车 Y 不 是 局 部 紧 的 , 则 由 定理 45.7, 存在 定义 域 , 值 域 密 为 仿 紧 7。 
窄 间 的 到 上 的 闭 连续 映射 ,使 ly x g 不 是 商 陕 射 ， 参 考 (4) 这 意 
味 着 1 X g 不 是 商 映 射 如 中,(3) 被 否定 了 。 

在 下 述 定理 中 4° 是 7.1 中 定义 过 的 4 的 开 核 . 

49.12 定理 《Burke-Michad) 对 于 空间 Y 下 列 二 条 件 等 价 ， 

(1) Y 具有 点 可 数 基 ， 

(2) 满足 下 述 条 件 的 了 的 点 可 数 重 益 2 存在. 

若 yEW 且 信 在 Y 中 是 开 的 , 则 在 在 多 的 有 限 子 族 多 ,使 
y € (8° 且 7EPC 了 对 各 PE 多 成立， 

证 明 设 多 为 的 点 可 数 基 ， 显 然 满足 条 件 (2)， 故 (> 
《2) 成 立 ， 反 之 设 存在 满足 (2) 的 条 件 的 22 ,来 推导 (1). 设 多 的 
有 限 子 族 全 体 的 集合 为 8。 对 于 ye Y , 因 

{FH e @,y € NP:PE Sr) 

是 可 数 族 构成 ? 的 邻 域 基 , MK Yi S — W k t. 容易 着 出 
1079); e @) 是 了 的 基 , 若 它 是 点 可 数 的 则 不 成 问题 , 但 一 
般 地 它 不 成 立 。 把 它 用 下 述 方法 缩小 , 使 它 具 有 点 可 数 性 是 证 明 
的 要 点 ， 令 
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(Z) = l4aCY:4C(S I) SRF > AK( 13 
VT) ((@()0@>)5")°, 
{FF € ol. 
首先 指出 这 个 E Y 1938. Uk y € W B t Y B , 由 条 
件 (2) 存 在 多 ee@ 便 》E (名 和 ?CW ,不 失 一 般 注 可 宵 设 
GREF => y&(2*)°. I! 
对 于 这 样 的 多 ,指出 ?6 V(F)CW. 显然 V( 久 CH 并 
CL27#》?YCW。 为 了 说 明 ye VF )， 若 应 用 条 件 (2) T. ye 
(e° 的 式 子 上 , 则 存在 多 p.m. ， 
y 6 (Go ye PCF HS, (Pe @).. 
由 后 一 条 件 及 . 
SEF => y&(2*), 
知 
P£ % SPEA(F) 、 
是 正确 的 . 改 有 丝 C-A( 史 )ni ,从 而 有 (@ 有"CZ(. 多 )， 如 
此 ye VC) 是 正确 的 。 
车 指出 是 点 可 数 的 , 则 完成 定理 的 证 明 . 设 ye VC 多 ) 成 
立 , 则 存在 46. 多 )n 2 (Ë y€ A. y € Á € Z.) À DOS PISK 
个 , 故 若 能 说 明 4 € Z CS) BJ 5 e 0 Rk Ba. 否则， 
假定 存在 某 个 ACY, 使 46 .Z(Sr) 对 于 非 可 数 个 多 多 成 
立 . 车 令 .. 
$, — {FDI | = sy, n€ N, 
因 @ — Ugo, 故 对 某 个 = 存在 非 可 数 子 族 风 Cg。, 使 
A6. 7087), # € T. 
对 于 非 可 数 个 Se z, 取 ZC 的 极 大 的 @ 的 子 族 22, k 4 
{EE RCH }, 
则 由 32 Bs 3 m* 是 非 可 数 的 。 因 
£S €P* > A6€ 2 (2 ) E RE 
故 由 —Z (2) 的 定义 知 AC(32859. 又 显然 地 ,0 < [S| <n. 取 
点 y€ 4 f ys (205, 84 
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E— Y — Ht, 
则 6 互 ， 因 了 满足 第 一 可 数 竹 , 故 存在 可 数 集 ZCE， 使 ye 2， 
由 y€ 4Cl 久 4)°, 有 
8 € ipt — yE(FE)?, 

#& Z IE 4 P € .多 有 共同 点 ， 但 2Z 和 至 多 可 数 个 Pe 9 相交 而 
m* 是 不 可 数 的 ， 故 Z 和 某 个 P. € 多 相交 ,这 个 吕 是 不 可 数 个 
多 EE* 的 元 素 . IP.02Z = @ B ZZ = @ 8 PK 22. 3# 
*# — #: U (P.Y, MUJ 272 且 对 于 不 可 数 个 S e F, # gC 
= ,此 与 92 的 极 大 性 相 和 矛盾 . 

这 个 定理 是 为 简化 下 述 重要 定 吾 的 证 明 而 考虑 出 来 的 。 关 于 
1 R ASE 2 14.11, 

49.13 定理 (Filippo) 若 X 具 有 点 可 数 基 , f:X -> Y 是 双 
商 s 台 射 , 则 YY 也 具有 点 可 数 基 , 

证 明 设 多 为 X 的 点 可 数 基 , 令 于 一 蕊 次 ) 说 明 此 @ 18 
足 定理 49.12 的 条 件 (2) 即 可 ， 因 了 是 了 映射 , 故 各 六 (DCyeY) 
含有 可 数 稠密 集 ak (y) 仅 和 更 的 可 数 个 元 相交 . 故 静 是 点 
可 数 的 . 

设 y€ WW BwE Y05363. 若 令 

% = Bé #:BCf (W), BNI(Y) = 2}, 

则 广 :六 Cw， 因 了 是 双 商 的 ， 故 存在 WU 的 有 限 子 族 27, (# 
y € (t). 3⁄4 多 = (G), 则 满足 定理 49.12 的 条 件 (2)， 
故 Y 具 有 点 可 数 基 . 

Wr 为 任意 无 限 基数 ， 同 桩 可 证 此 定理 将 点 可 数 基 一 般 化 为 
点 7 基 ( 其 广义 息 明 ) ,将 * Bkbi— Sr z 映射 ,照样 成 立 ， 因 对 
于 定理 49.12 同样 的 一 般 化 也 成 立 。 
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504 定义 对 于 空间 X 到 空间 Y 中 的 连续 映 秧 全体 Yx ( 参 
考 定义 9.1) 导 和 拓扑， 构成 的 拓扑 空间 称 为 对 射 空间 。 导 人 拓 外 
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的 方法 有 许多 ,就 有 代表 性 的 两 个 若 虑 之 对 于 X 的 沁 合 4,Y 的 
集合 B, 令 
[4,B] = {f€ Yx: KA)C B). 
以 
{[4, 8]:14| <%,B 在 Y 中 开 } 、 
convergencetopology r í 
(L A,B]: 4 为 区 的 紧 集 ,在 了 中 开 } 

为 子 基 在 Yx 导 人 拓扑 时 ,该 拓扑 称 为 紧 开 拓 提 《compact-open to- 
pology). 对 于 任意 的 1E Yx, 有 [4,B] 德 7E [4。B] ,对 各 种 情况 
都 几乎 是 明显 的 , 故 保证 构成 子 基 . 由 此 定义 , 紧 开 括 扑 比 点 态 收 
黎 拓 扑 强 也 是 明显 的 。 必须 说 明 yx 满足 Ti, 为 此 仅 就 点 杞 收敛 
拓扑 的 情形 验证 即 可 。 

502 命题 YX 依 点 态 收 伍 丘 补 是 7, 拓扑 空间 。 

证 明 为 了 验证 7 性 , 取 f g€ YX, 设 I> ç. 取 Ke 六 
gG) 的 z. TE 

g&[(z), Y — (gG))1, fe Liz), Y — (gG2)1. 

503 命题 WY, c X) 全 是 Y 的 拷贝 ，w:Yx > 了 {Ys: 

x€ X] 定义 如 下 


(1) ~ OC) :x €X). 

.Y* 具有 点 态 数 敛 拓扑 的 充 要 条 件 是 了 是 嵌入 。 

这 个 命题 几乎 是 明显 的 , 故 略 去 证 明 . ; 

S0.4 推论 对 应 于 了 是 T:, 正 则 ,完全 正则 ,YY 关于 点 态 收 
伍 拓 扑 分 别 是 了,, 正 则 ,完全 正则 的 。 若 了 是 T, 的 , 则 Y* 关 于 紧 
开拓 扑 是 7 的 . 

505 SIE 若 刀 为 7 的 闭 染 , 则 对 于 任意 的 4CX, TA, B] 
关于 紧 开拓 扑 是 闭 的 . 

证 明 因 [4,8]= 作 {[{x},B8]:x€ A}, 故 对 于 任意 点 x& 六 ， 
说 明 {[{x}, 8 关于 紧 开 拓扑 是 闭 的 就 已 足够 ， 但 由 

[0]. B] = Y" — [Uz], Y — B], 
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此 左边 是 闭 的 . 
506 命题 若 了 是 正则 的 , 则 Yx 关于 紧 开 拓扑 是 正则 的 . 
证 明 设 je[K,UJ, 在 此 KK 是 Xx 的 紧 集 ,U 是 Y 的 开 集 . TH 

Y 了 的 正则 性 , 存在 开 集 玉 ,使 KK)CVCPCU, 在 此 车 应 用 引 理 

50.5, 则 


#€[K, V]CcCH K, V]C[K, FJCIK, UI, 
50.7 引 理 X23085 X 一 了 在 X 的 任意 紧 集 
上 连续 , 则 7 在 X 上 连续 . 
证 明 设 F 为 Y 的 闭 集 . 为 了 说 明 f"F) 在 X 是 闭 的 ,对 于 
任意 紧 集 KCX 说 明 FAC F) K 在 KK 是 闭 的 即 可 ， 因 
FPNK = GIK)ACF), 
而 右边 由 f| K 的 连续 性 在 KK 中 是 闭 的 。 
设 .2 为 空间 X 的 所 有 紧 集 族 . 若 .9 的 元 KCL 则 定义 为 
K 帮工 ,于 是 构成 有 向 集 ， zk:Y* 一 了 7(L < K) 依 
oD = IL, feYs 
定义 之 . 令 拓 扑 全 是 紧 开 拓扑 , 则 zF 是 连续 的 ,而 {Y*,mE:K,L € 
:24 } 构成 逆 谱 .关于 这 个 下 述 定理 成 立 . 
508 定理 若 久 为 及 空间 ， 则 具有 紧 开 拓 扩 的 Y* 和 [YX， 
=Ë] 的 北极 限 拓 扑 同 胚 . 
证 明 EE f = (fz) 为 逆 极 限 的 元 .pC — f é Yx 以 Fx) 一 
ha) 定义 之 ,显然 
FIK = fk, K € Sr, 
由 引 理 50.7, f 是 连续 的 .Pp 是 从 逆 极 限 到 Yx* 上 的 一 一 映射 ， 车 
KCL € 9%,U 是 Y 的 开 集 , 则 
POD ELIK, UI 4h € [K, U], 
这 表示 是 拓扑 同 是 映射 
509 定义 ” 当 给 与 空间 X,Y IÑ 3 p: — 27 时 ,车 
gG) = 0, z€ X, 
则 称 9 为 支 集 上 映射 《camrier) GR). f:X— Y JE uE 
射 (selection) 是 指 了 是 连续 的 , 且 
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fx) € pÚ), z € X 
成 立 ，P 是 上 半 连 续 的 是 指 对 于 Y 的 任意 开 集 加 ， 

(z€ Xp CUY 
是 X 的 开 人 乐 ，P 是 下 半 连 续 的 是 指 对 于 Y 的 任意 开 集 T， 
{x EX: PONU = @) 
是 X 的 开 集 。 对 于 下 半 连 续 的 承载 子 考 错 选择 喘 射 的 存在 是 选 泽 
理论 ，Tietze 的 扩张 定理 9.10 构成 这 一 理论 的 萌 座 ， 田 外 第 六 章 
的 扩张 子 理论 也 是 一 种 选择 理论 . 

50.40 引 理 设 X 为 7 空间 , 开 为 其 紧 沁 9:X x YX 一 了 
用 gplx, f) = IG) 定义 之 , 则 关于 Y* 的 紧 开 拓扑 pIK x Y* 是 
连续 的 . 

证 明 Q (xz, EK XY*,ftx) e U, U 是 Y 的 开 集 . 因 X 是 
7, 的 , 故 K 是 正则 的 。 故 使 +*EVCVV B. f(V)CU 的 改 的 相对 开 
集 V 存 在, 六 是 紧 的 且 有 fe [V,U]. 若 * EV, 了 ELV, UJ, 则 
F(z) ED, 

50.11 定理 2 X29742], Y 为 空间 ,LCY* 为 非 空 紧 
#. 其 中 设 Y* 定义 为 紧 开 拓扑， 承载 子 o: X — 27 若 由 

pO = {ft ELY 
定义 时 , 则 Pp 是 上 六 连续 的 . 

证 明 设 K 为 X 的 非 空 紧 集 , 令 px 一 pIK， 首 先 指出 此 px 
是 上 半 连 续 的 .为 此 设 为 Y 的 开 案 , z € K B. pxlx) = p(z)C 
V. 车 * 在 KK 的 邻 域 品 存 在 ,使 zeED, 则 说 明 pC2)CV 即 可 ,对 
于 各 f€ L 车 应 用 引 理 50.10， 则 存在 * 在 KK 的 邻 域 0 及 1 在 Y* 
的 开 邻 域 W , lË 

z€ Uy, g€ Wi > g(z) € V. 
工 用 有 限 个 吧 / 覆 差 , 设 巴 为 对 应 于 它们 的 乙 :的 交 . 此 己 邢 为 所 求 . 

为 了 说 明 是 上 尘 连 续 的 ,对 于 了 的 开 集 了 7, 令 U = (x€ X; 
(x)CV}, 必 须 说 明 吕 是 X 的 开 集 对 于 X 的 任意 紧 乐 kK;, 因 

UNK = {réK: px CV}, 
故 如 已 证 , 它 是 KK 的 开 集 . 因 X 是 空间 , 故 这 意味 着 是 X 的 开 
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5012 定义 ”特别 地 , 当 Y 为 实 直 线 R 时 ,R* = C(X) 称 为 
函数 空间 .对 于 f, z€ C(X), 若 令 
dlf,8) = min(1 Ke 一 gl) 1}, 
则 如 命题 9.6 考察 的 那样 ，CCX) 是 完备 度量 空间 。 此 拓扑 称 为 
一 致 数 敛 丘 扑 。 显然 它 比 紧 开拓 扑 强 。 S€ 为 发 的 所 有 紧 集 
构成 的 族 , 令 
orlfs g) = sup]|f(0) 一 0 K € Sr, 
U(f:K, s) = lg:dx(f, g) < sl, £ > 0, 
以 
{UC:K, ed):f ECC(X), K € Sr, s > 0) 
SEE, IE R Sket? c(X)85 TE 5 是 分 离 的 是 指 对 
于 X 的 任意 相 异 二 点 xy*》， 存 在 fE 史 ,使 Kx) = JO), 
50.13 命题 对 于 空间 义 , C(X) 的 紧 一 致 收 敏 拓扑 和 紧 开 
拓扑 一 致 . 
证 明 对 于 Ke S€ 和 R 的 开 集 U, W feE[K,U]， 若 令 
Ad(f(K),R — U) = a, HJ a > 0 有 UG:K, a)C[IK, U]. 
反之 取 任 意 的 U(f:K, e), IS (K) 是 紧 的 , 故 可 取 KK 的 有 限 
个 闭 售 Ki 一 1,2,……, x, 使 
4G(K,)) < sf2, i= 1, ny 
K= UJ K, 
= 


成 立 . 车 令 
p= MN IK,,S. AG(KD, 
¿= 
则 fe U。 若 任 取 g€ U, HJ zg(K)CS,A (K), #3ATE:, 
ds (f. < s/2 十 E12 一 8 成 立 . WK 
ax(fs g) sup{or(f, Bi ys} <s, 
BHS g8 UQ: K, D 
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50.14 引 理 设 有 紧 空间 X 上 的 函数 j e c(X)G e N), # 

在 由 J(*) 一 limf:(x) G € X) 定义 的 函数 了 .车 fe C(X) B 
FG) Sfin(x), ¿€ N, z€ X, 
则 1) — ka f. 

证 明 任 取 8 > 0. WF 4 EX 存在 i(4), 使 0 所 Ha) 一 
aa) S 8/3， 由 fuw,f 的 连续 性 ,存在 4 的 开 邻 域 5(4) ;使 对 于 
任意 的 ze UCe), 下 述 不 等 式 同时 满足 . 

fis) — faa)| < e/3， 

JG) — Ka)| < e/3。 
故 
OH) 一 fo < e, x€ U(a), 

设 X 的 开 覆 盖 {U《a);a€ XS SIR UCa), UG), 
令 

m == max; (a): ,i(ar)}. 
任 取 mn, x 使 m S s, x€ X. 确定 a 使 rEU(4))， 因 i(a)) < n, 
We fp (8) < f,G0 < f,G), k 

0 </G) —f,G2 < f) — fca) < ss 

TW (f, —mk 88k j. D 

车 借 用 于 拓扑 的 语言 ， 此 引 理 可 表述 如 下 ， 对 于 紧 空 间 X, 
CCX) 的 单调 增 大 函数 列 依 点 态 收 窜 拓扑 的 极限 点 是 该 列 依 一 至 
收 全 拓扑 的 极限 点 . 

50.15 引 理 函数 W ?ec(D 是 F 上 多 项 式 的 一 致 收 雍 
极限 、 

证 明 ”所 求 的 多 项 式 列 {wi} 由 下 列 式 子 归纳 地 定义 之 ， 


(Dw — 0, mat) = wt) + L G — wa). 
由 归纳 法 证 明 _ 

Q) wl) < Vr, €l. 
当主 一 工时 ，(2) 由 (1) 是 正确 的 、 假 定 ,G) <: 是 正确 的 ， 
由 等 式 
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VE mG) = V: — aG) — L G wl) 
-CT LYE + el) 


及 不 等 式 V + < 1G 6 1), 8 
Vr — wm) Vw 1 — Vr) 20 

完成 归纳 法 . 

由 (2) 式 , 因 : 一 wilz) 2 0, 玫 由 定义 式 (1),{wi} 是 单调 增 大 
的 ， 故 由 引 理 50.14,{wi} 一 致 收 化 于 V# ， 由 (1) 可 知 各 w; 是 多 
项 式 . 

50416 引 理 ”对 于 空间 X, 考 虚 环 C*(X) 的 子 环 P， 设 为 
含有 所 有 常 值 函 数 且 在 一 致 收敛 拓 赴 下 是 C*(X) 的 闭 集 , 则 下 式 
成 立 。 


f: g€ P > |f|, max(f, g), min(f, g) € P, 
证 明 ” 因 可 窟 和 maxll» 2) = (tg + If — g), mit, 
DUte— 11 一 g|)， 故 只 说 明 feP 之 |f| cP 就 已 充分 


取 ceR 使 (9| <, z€ X. 因 说 明 (1/c)1 开 ep 就 足够 , 故 假 
8E|IGD| 所 1,x EX, 并 不 失 一 般 狂 . 由 引 理 50.15, 取 Vz G € D 
为 一 致 收 伍 极 限 的 多 项 式 列 {wi}。 车 令 fs) 一 o (PG), Ml 
°P H Vf = | 有 | 是 ff 的 一 致 收敛 极限 . 故 |f| ep. 

50.17 EJE (M. H. Stone-Weierstrass) 设 X 为 紧 空间 ，P 为 
C(X) 的 子 环 ， 若 含有 所 有 的 常数 函数 ， 是 分 离 的 , 且 对 于 一 至 
收敛 拓扑 是 闭 的 , 则 P ~~ c(x2. 

证 明 当 任 取 s > 0,f€ C(X) 时 ,着 能 说 明 对 于 某 个 /, e P, 
[f(x) — fGa) | < elx EX) 成 立 就 已 充分 

令 4,5 为 X 的 相 异 二 点 ， 因 PP 是 分 离 的 ， 故 有 胃 eP 存 在 , 合 
(a) (0). 82 

gx) — (AGO — ha)) RB) — (a), 

Mj ze P B z(a) = 0,20) 一 1， 若 任 取 rrae R, 则 函数 《+ 一 
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n)g + s 是 上 的 元 素 , 在 a 分别 取 值 :mm。 由 此 考察 ,对 某 个 
fs EP, 知 
[Ka) — Ra (a)| < s, lG) 一 也 (21 < s 
同时 成 立 ， 若 令 
U(a, b) = {rE X:f., Ge) < Hx) + ey, 
Vlas 6b) = (z € X: f, G) > JG) — e}, 
刚 它们 分 别 是 a,5 的 开 邻 域 . Vk X089JEDESE {U(x,，5):a € XY 的 
有 限 子 覆 盖 为 {TE(ary b): = 1... kh B+ 
h = min[fe, i = 1," Kk}s 
则 由 引 理 50.16 有 € P, 且 满 足下 式 
ls) < Hx) + s, x EX, 
x 
fl) > 1G) — s, z€ VD) = [| Vlas P). 


i=1 
因 VG) 是 总 的 开 邻 域 , 故 (7(G3) :36 交 } 构 成 X 的 开 覆 盖 , 可 取 其 
有 限 子 覆盖 4V(5i):i = 1,2，…,m}。 车 令 
f= max[f; ii = 1 ms 
Mü f. € P B |fG) 一 Hz)1 < e (z € X) 成 立 . 
AEjboEEErh X 8 tE E kB). 3 O 28 YC IBJD1 3925 o 88 
C#(R) 的 全 体 元 素 和 全 体 常 值 函 数 的 并 集 , p 为 依 一 致 收敛 拓扑 ， 
2 在 C*(R) 中 的 闭 包 , 则 了 满足 本 定理 的 条 件 而 snxe C*(R) 一 
P, 故 P 不 能 和 C*(R) 一 玛 . 
5018 定义 对 于 度量 空间 Y, 考虑 Y* ñu jk Sr. ` 5 在 
z€ X 是 等 度 连 续 的 是 指 对 于 任意 > 0， 存 在 * 的 开 邻 域 六 使 
下 式 成 立 . 


# EU, f€ S” ds), Hx)) < s. 

4 5 在 X 的 各 点 等 度 连 续 时 ，' 多 称 为 《在 X) 等 度 连 续 
《equiconrinuous)、 对 于 一 般 的 映射 空间 Yx 的 子 族 , 当 了 是 一 致 空 
间 时 也 可 以 导 人 同样 的 概念 . 

50.19 命题 ”对 于 度量 空间 了 Y， 设 Yx 的 子 族 多 是 等 度 连 
续 的 、 此 时 , .> 关于 点 态 收 伍 拓 扑 的 闭 包 CI 是 等 度 连 续 
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89. 
证 明 任 取 e> 0. EBE: € X K f€ CL 一 多 ， 取 * 的 开 
SER U E 
z€ U, z 6 S” = a(g(z), gGz')) < s/3 

成 立 . 若 令 

到 一 [fcjySea(Kz)ITnUIte] S. (G 1, 
则 few 且 WW 从 = g. N 

YEU, REWNF > 
4(JGy, Fx")) < 4(JG2 , AGO) + (AG, hx)) 
tahlx), Hx)) < s/3 ++ e /3 te/3 = s, 


x EU,f EC SD = 4(fG) , Hr)) < e. 
50.20 定理 当 Y 为 度量 空间 时 ， 若 Yx 的 子 族 多 是 等 度 
连续 的 ,出 在 多 -上 紧 开拓 扑 和 点 态 收 笋 拓扑 一 致 . 
证 明 W. 有 有 向 点 列 { 有 }， 在 点 态 收 化 拓扑 下 limhh 二 
16. Hafe IK,U] 为 任意 紧 开 拓扑 的 子 基 的 元 素 , 若 令 
GQ) dAK),Y — U) =a, 

MU RKB a> 0。 使 X 的 各 点 * 对 亦 它 的 开 邻 域 U(x) 满 
足下 式 
Q) x €UG), z€ => d(g(z), gG) < a/2, 

使 X 的 各 点 * 对 应 有 向 点 列 的 下 标 4Cx) 满足 下 式 

(3) 4x) > (AG), fG2) < af2. 
选 K 的 有 限 点 列 %,…, z Ë KC UJ UG). 确定 <， 使 


i 


G) pM) 1 
成 立 . 
任 取 > Zur € KK。 确定 使 +E U(x4)。 于 是 由 Q2) 有 
G) 4@G), f) < a/2, 
> 2 MKxt)， 故 由 (3) 有 
(6) dlfolxi), fei)) < a2, 
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由 (5)， (6), aG@,GD, Ke) < a, Wifi 38 f,GO e UIN 
* 是 KK 的 任意 点 ,结果 知道 下 式 . ` 
v2>=s=> Jf e [K,U]. 
这 禅 一 来 (f,1 在 紧 开 拓扑 下 收敛 于 f。 因 梭 开拓 扑 比 点 态 收 敏 拓 
扑 强 , 故 两 个 拓扑 在 多 上 是 一 致 的 . 
由 本 定理 与 命题 50.19 立即 得 出 下 述 推论 . 
5021 推论 若 .CY* 是 等 度 连 续 的 , 则 依 紧 开 拓扑 它 的 
闭 包 与 依 点 态 收 剑 拓 扑 它 的 财 包 一 致 ,而 且 是 等 度 连续 的 . 
50.22 定理 (Arze4-Ascoli) 当 Y 为 度量 空间 时 ,对 于 .多 己 
Y* 设 下 列 二 条 件 成 立 . 
G) 多 是 等 度 连续 的 、 
G) 对 于 各 xEX, # (z) = [fGO): f€ 名} 的 闭 包 是 紧 的 . 
这 时 按 紧 开拓 扑 多 的 闭 包 2 是 紧 的 . 
征明 ”对 于 任意 *E X, 有 2 (DC 现 (CJ、 如 果 不 这 样 , 则 
对 于 y€ @FG) — F G) feta > 0, s.G)057G) = 2. 
XPF fe 2 — Z ,f(x) = y ËB fr F€ [[z] , S,G)], 583518, 因 
[(z],SG)1n 2 — Z, T8& 2 产生 矛盾 . 
为 了 观察 多 的 紧 性 , 设 .4 为 多 W T ANIRAS IR K R. 
若 任 意 确定 xe XX, 则 因 
M EA > M()C Sr (x), 
由 多 (x) BS 83k 
n IMGD:M e g) @, 
由 左边 任 取 点 p(x)。 
对 于 如 此 定义 的 p; X 一 了 , 因 
r€ X, > 0, MEA = [(xh, SpONM = @, 


有 

(3) rEX, 8>0w [x), SPINEE e Z. 

为 了 观察 9 的 连续 性 , 取 任 意 s > 0 各 任意 zeEX、 由 推 
论 50.21, 因 2 是 等 度 连续 的 , 故 存在 z 的 开 邻 域 UCz), 使 

(O) x EUC), EG = 42GQG), IG) < ef3 
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成 立 。 敬 任意 确定 x*”€E U(x), 则 由 (3) 有 
G) IL), SonCpOINT{rY, Son px)IN GE = @, 
从 左边 到 元 素 g. FEF (4),(5)， 
d(x), p(x”)) 
< 4(@(z), gG) + a(g(0), glx") + a(g(x”), px”)) 
< g/3 + e/3 + /3 = 8, 
故 9 是 连续 的 . 
由 (3), 因 
(6) mtrs € X,8 > 0 = | {rs}, Sp(r) TINE 


GEM, 
故 若 令 .2 为 2 在 点 态 收 雍 拓 扑 下 的 闲 包 , 则 qq e SV， 由 推论 
50.21, 2 一 SC i& o € 2, # 2 上 点 态 收 笋 拓扑 和 紧 开 拓扑 
—S 8 (6) 328 -4 收敛 于 9、 故 多 是 紧 的 . 
本 定理 当 Y 2 — 2 [Jab pkar, (BZ 2E S LHETEBHrRñJ 
质 的 地 方 。 


习 题 


9.A 《Coban》 取 不 可 数 点 集 8， 设 其 中 一 点 ?以 外 的 点 是 开 氟 ,了 的 部 
域 基 是 其 补 集 为 可 数 集 型 的 集合 构成 的 ， 此 村 Xx 是 Lindelal 正则 空间 ， 其 
大 先导 不 是 Lindslat 空间 。 

提示 《先导 是 离散 空间 . 

9.B 落 有 7: 空间 X 到 T, 空间 Y 的 连续 映射 :XY, 则 在 它们 的 《 先 
导 之 间 有 自然 映射 J。 


此 时 车 了 为 玉 鼎 射 , 则 了 为 完全 映射 、 
9.G sh 空间 的 开 集 是 空间。 
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提示 出 推论 45.6;7:; 大 空间 大 局 部 紧 正则 空间 了 的 商 映射 1: y—x 
的 象 ， 著 G 为 x 的 开 集 , 则 i 六 "(6) 是 商 映 射 ，f '(G) 是 局 部 紧 的 ， 试 确定 
=. 

9.D 对 于 了 空间 X, 下 列 清 况 是 等 价 的 、 

(1) X 是 列 型 空间 、 

(2) 对 于 X 的 集合 F. FNK 对 于 任意 紧 的 可 距离 化 的 是 闭 的 ， 则 
下 是 六 的 闲 集 。 

9.E 具有 可 数 密度 的 空间 的 商 空 间 具 有 可 数 密度 。 

9.F 著 7; 空间 X 不 是 《空间 , 则 存在 X 的 集合 4, 4= [4], B424. 
若 工 非 列 型 空间 ; 则 存在 X 的 集合 4, 使 4= [4]: 且 4 汉 4 

提示 参考 定理 47 ,8. 

9.G ”局 部 紧 7, 空间 至 多 是 所 空间 ， 

提示 “注意 便 等 映射 是 继承 的 高 映射， 应 用 定理 48.6. 直接 证 明 也 是 


9- 日 ”对 称 度量 空间 是 列 型 空间 ， 

ËR 若 对 称 度 夫 空间 xX 的 子 集 4 是 非 闭 的 。 则 存在 一 4 的 点 *， 
使 2(x, 4) 一 0。 取 4 中 点 列 (6), 若 使 A(x， ) 一 0, 则 tima 一 x 于 是 对 如 
此 得 到 的 极限 点 烈 {zi} {x} 一 K,KN 4 在 K 不 是 闭 的 、 

9.1 令 * 为 不 低 于 w. 的 基数 ，# 刀 X 一 7 是 到 上 的 紧 商 映射 ,Xx 是 列 一 
T, 空间 , 它 的 各 点 具有 基数 为 <27 的 邻 域 基 ;: 令 了 是 w(Y)<27 的 7 了 ,空间 ， 
焉 时 |x] < 2", 

ER H3EZB 47.17, RER EAS <Q 2"， 因 而 为 了 说 明 |X| 志 2， 只 车 
证 得 |Y! 所 2° 即 可 。 由 命题 45.5,Y 是 列 型 的 , 故 可 应 用 引 理 47.12 及 引 理 
47.16. 

9.J 齐 次 空间 的 任意 二 点 具有 彼此 互相 拓扑 同 胜 的 任意 小 的 开 邻 域 、 

9.K ”到 上 的 斧 开 映射 的 点 逆 象 具有 任意 小 的 开 邻 域 ， 使 它 的 象 为 开 
集 . 

9.L 令 F:X—-Y XS] EFESCH RIDER, Y 为 局 部 紧 了 ; 空间 。 此 
时 } 是 双 商 映射 、 

提示 ”确定 命题 49.2 的 条 件 (2). 

9.M 车 f:X—Y, z:Y—Z 都 是 到 上 的 连续 映射 ,而 合成 揣 射 2j:X 一 2 
是 双 商 的 , 则 8 也 是 双 商 的 。 

提示 “应 用 命题 多.5 的 判定 条 件 。 
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9.N WEPYUNDBON XY 下 列 性 质 成 立 。 

(1) 着 x 是 局 部 紧 的 , 则 y 也 是 . 

(2) 车 x 具 有 可 数 基 , 则 y 也 是 . 

G) 若 区 是 局 部 紧 的 , ?是 了: 的 , 则 PEBE, 

3.9” 设 站 xu- EBJ ESP SSES XY, 是 南 映 对, 为 
Tak PEB, Y, XY, 是 了 es 大 空间 。 此 时 廊坊 :Xix xs， x Y, ABB, 

提示 首先 壹 不 为 局 部 紧 时 ,在 志 x 二 (hx 1y)Gx, x 二 ) 中 ,1x, x 
f EB 45.2 是 商 映 射 :hh x 1x, 是 到 上 的 紧 爱 关注 续 了 映射, 故 由 定理 45.8 
AADS. SA x 户 旦 商 映 身 、 

# X. 仅 是 了 ,空间 村 , 报 据 定理 45.5 证 明 中 的 论 法 ,存在 局 部 基 Ts 
间 X, 和 到 上 的 紧 著 盖 连 续 瑞 射 2:X0X;。 知 一 he, Bl s: X,—Y, EEN 
盖 . 根 据 上 沁 论 沃 z, X 是 商 脆 射 由 n X h= (AX) (ax), h Xh Es 
Bai. 

9.P (Weiertass) 严 上 的 连续 函数 (每 个 仅 有 有 限 个 变数 ) 是 多 项 式 列 
的 一 致 收效 的 极限 。 

提示 应 用 Stone-Weier:trass 定理 50.17。 

9.Q 设 空间 X 为 六 紧 的 (hemicompact)。 即 设 x 有 紧 集 列 {KX:}， 使 
x 一 UK， 且 X 的 任意 紧 保 被 菜 个 K; 包含 。 若 Y 为 诡 量 空间 ， 则 yx 关于 紧 
开拓 站 是 可 距离 化 的 ， 

Z 34, 2=min(/2",up([gG(e)e(e)):= € K,D)sa(t, 2)= 


2: 4 人 jh， 则 此 4 给 与 紧 开 拓扑 、 参 考 命题 50.13。 


” 9.R EX, MNR USE, WE x SE T, 的， 则 yx 关于 紧 
Jia s —aisis, 
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第 十 章 可 数 可 莱 的 空间 族 


$51. B B 射 


511 引 理 设 f:X 一 Y 为 到 上 的 闭 连续 映射 , 设 对 于 点 
y € Y 存在 它 的 售 域 列 {Us}, 若 y € U,, 则 {yi} 具有 接触 点 . 《这 
样 的 点 ? 称 为 9 点 ,) 这 时 X 上 的 任意 实 连续 函数 4 在 边界 8 入 (7 
上 的 限制 为 有 界 的 ， 

证 明 若 假 定 4 在 81"'(y) 上 无 界 , 则 3 三 (?) 存在 点 列 {zij， 
使 

l) 21 > [AG] + 1, ¿€ N, 
若 令 
Vi = [< 6 X: |k(z) — A(z)| < 1/2}, i € N, 

Hj z € V, BIV HE Sy OFE. WT. = € V. f (UO, E 
lfG0)Y 全 是 互 虹 的。 对 它 如 下 应 用 归纳 法 即 可 . 因 y, n J t(U) 
Ë z BD 5638 "Ni me 9jy), 下 可 取 点 使 ae V,n (U) 一 
六 (77)。 若 假设 取 z so; z-i 满 走 条件, 而且 满足 (z) Z y 
全 一 12， 一 1 的 归纳 法 假定 , 则 

W, 一 V, nf2(U;) — Fy, Fa), fs), f(a,-4)1) 
非 空 ,可 到 点 z, € Wi. 

如 此 ,得 到 点 列 {2}, 因 {Fi} 是 分 散 的 , 故 {s} 是 分 散 的 点 列 。 
因 上 是 闭 的 , 故 {f(z:)} 是 了 的 分 散 无 限 点 列 不 具有 接触 点 ， 如 此 
发 生 矛 盾 . D 

512 定理 当 f:X 一 了 是 到 上 的 闭 连续 映射 ,和 是 仿 紧 T, 
空间 ,了 是 4 空间 时 ,对 于 各 点 ?EY,8 太 (y) 是 紧 的 . 

证 明 由 于 X 的 正规 性 ,8j"'(y) 上 的 连续 函数 可 扩张 到 X 上 
(参考 9.11)， 改 由 引 理 51.1，6/"1(y) 是 伪 紧 的 。 故 由 命题 22,7， 
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6f"+(y) 的 正规 性 意味 它 芍 可 数 紧 性 ， 从 而 由 推 沦 22.9,8J (y) 83 
仿 紧 性 意味 它 的 紧 性 ， 

51.3 定理 《Michadl) 设 j:X 一 了 为 到 上 的 闭 连续 映射 ,各 
为 仿 紧 T; 空间， 这 时 f 为 紧 履 盖 . 

证 明 只 就 本身 是 紧 的 证 明定 理 就 已 足够 对 于 各 ?< Y, 
取 点 py 20). < 

C,= JO), B 0F'0) = 时， 
C= {py}， 3060) 一 多 时 ， 

令 C 一 UICyeyj,g 一 几 C. 从 C) 一 了 , 因 C 为 闭 集 , 改 8 是 
闭 映射 ，Y 当然 是 9 空间, 故 由 定理 512, 各 8f"'(y) 是 紧 的 , 从 
而 各 gO) 是 紧 的 ， 故 8:C 一 了 是 完全 映射 ， 在 完全 映射 下 ， 
紧 集 的 原 象 C 是 紧 的 (参考 3.H)， 

在 本 定理 中 XX 的 仿 紧 T, 性 不 能 减弱 为 正规 性 ,这 由 下 例 可 
知 . 

514 fW (Michael) 设 X 为 例 9.24 之 (3) 中 可 数 序数 空间 ， 
则 它 是 正规 空间 。 设 4 为 X 中 所 有 极限 数 的 集合 ， 考 虑 高空 间 
Y= X/4, 商 映射 FX -— Y. 

(1) 了 是 紧 T: 空间 . 

证 明 设 忒 4) = ?以 外 的 了 的 点 是 孤立 点 ， 改 亚 然 了 是 
了 ,的 。 若 取 合 的 了 的 开 集 U,， 则 站 (Y — U) 是 孤立 序数 构成 
的 闭 集 , 故 为 有 限 集 . 故 了 一 5 也 是 有 限 集 而 Y 是 紧 的 , 口 

Q) 了 是非 紧 覆 盖 的 闭 映射 ， 

证 明 对 于 X 的 集合 5, 若 15) = Y, 则 5 在 X 共 尾 , 故 不 能 
是 紧 的 ， 令 为 X 的 闭 集 . 当 4 个 F = @ 时 , 了 是 有 限 的 ， 故 
1F) 也 是 有 限 的 而 且 是 闭 集 ， 当 4 个 Fz 时,f(F) 含 有 p。 在 
Y 了 中 含 了 的 集合 恒 为 闭 集 。 

515 例 考虑 入 等 映射 :1 一 了， 对 于 半 开 半 闭 区 间 X = 
50,1) ,考虑 常 值 映射 产 X — y 一 {0}，f 当然 是 闭 连 续 映 射 这 
时 


IX lX X1—-YXI 
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的 积 映 射 不 是 汤 的 . 
证 明 Q£ X 1 = z, 


— a jb， 


则 F 是 XX 了 的 闭 集 , 而 g(F) 在 Y x 了 不 是 闭 的 . 口 
51.6 ”定理 (Hanai-Morita-A4.H. Stone) 度量 空间 X 的 闭 连 
续 象 ?可 距离 化 的 充 要 条 件 是 了 是 满足 第 一 可 数 性 的 T 空间 . 
证 明 ”必要 性 是 明显 的 。 证 明 充 分 竹 . 
设 f:X 一 了 为 到 上 的 闭 连续 映射 。 由 定理 51.2, 对 于 各 7》 
YY,8j"(y) 是 紧 的 ， 任 意 确定 p 《f(y)， 若 令 
C, = 8f2G), 当 8 太 人) 天 区 时 ， 
C, — (py, Bp) = 时 ， 
C— U{C,:ye Y), 
Mic 为 x 的 闭 集 , H CC)= Y B fc 是 完全 映射 。 故 由 最 初 设 
f 为 完全 的 并 不 失 一 般 性 ， 这 时 我 们 证 明 Y 是 ?空间 , 
J 43.14 中 定义 的 xX 的 有 向 结构 
{BL; = (U(e,) % $0 € AJ), iH} 
使 mesh@2z, < 1/i B. (U(eaa):0iU(e,a) 一 al 3 U (a) B938. 
设 B, 为 A, 的 所 有 有 限 子 集 构 成 的 族 , 令 
V(8) = UlUCe):a, € Bi}, B € B,, 
. W(A) = Y — HX — V(8)), Bi Bi, 
设 C, 为 对 应 于 B, 的 元 6 B9 N y(8;) € 到 (8;): 所 有 满足 
I U(a;)DF(y(82) FB, = € 6, 
BS 8, 8. 令 D, = CI， 对 于 4 2 2,12 D。 为 所 有 满足 下 述 二 条 
件 的 C, xXx，… X C， 的 元 (6, ` > Bn) 的 集合 
G) p(T i 1, n 1, 
{2) CIV(8.OC'(W(8))i = 1... s — L. 
# Hp, '' 8.) = W(8.), 
e, — LH(8,):5, € D,}, 
Gap es Bs Boa) = CBis 0 Bs) 
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则 【多 hy 构成 了 的 有 向 结构 ， 而 由 《2) 8s? 给 与 好 w+ 到 
好 ,的 闭 包 加 细 映 射 ， 

对 于 mD, 的 天 (8), 8, — (8, "5, 8), $ 站 EC) 一 
K= @, H (1) 18 六 } 构成 送 谱 。 设 ?为 K 的 任意 点 ， 若 令 
ri= [w€ 8i:f NUG) = %), 

M|z;= ó B ort(r a )Cr;i. (zJ) 88k L68,) 85 TWB ü 
G) nñnu(e)=# @, Co) € mv; 

成 立 , 为 了 证 明 
G) 站 D(oD # $, (oD) € lm 


对 于 某 (a) € mp: BE 0D (et) 一 9. MT 取 点 本， 地， 使 


z€ f '(y(8)) n UCa D), 
x€ P (IB) NV), 
E (U(a;)) Ik P'O) 的 点 zx， 故 Emz; = z, 另 方面 ， 由 
NDCe) = $ sI U(a0)DC1UCe ), 9] T — l) 是 分 散 的 无 
县 集 ， 又 等 式 站 UCw) 一 加 意 昧 着 {y(8:)} 是 无 限 点 列 。 由 于 上 
` 是 完全 的 , 故人 7') 在 Y 中 是 分 散 的 无 限 集 ， 若 令 T 一 {x}， 则 
f(z) 是 藉 7) 的 聚 点 .但 因 
IG) = K<) = y(8), í € N, 
故 发 生 矛盾 ,从 而 证 明了 (4). 

由 (2) 有 n y(8,) = NN 站 (WV(B,)) 一 fCK)。， 由 引 理 42.24 
CCB。))} 收 化 于 (KK)， 故 {17《8,) 一 (3,)} 收 敏 于 天 
结果 , 知 

G) G,)€ fmD,, ñH(8,) # ó > (H(8,)) Wk. 

因 Y 是 (点 有 限 ) tb 839, 0k ede) 8 B 3 8 y) {多 ; = 
{G(en):61€ EE,}} 和 对 应 gi: E, 一 Diaf E, I —> E WE Fis= 
个 条 件 

(6) 8 是 多 , 到 2 ;的 闭 包 加 细 上 映射. 

@) git 是 多 ,到 多 ,的 闭 包 加 细 映 射 、 

(8) pgn = go 
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证 明 这 个 { 多 中 满足 定理 42.8(4) 即 可 . 任 取 ?e Y。 若 令 
E;= (s€ E;:y€ GE)}, 
则 {Eo 站 1E%44} 构成 逆 谱 ， 若 任 取 (so) € limE;， 则 由 (8) 有 
Ce(eD 力 eaimDi。 故 由 (5),{B(gKs)))} kak. Miti (6), (2), 


{G(s;)} 收 化。 因 E; 是 有 限 集 而 多 /Cy) 一 U{G(si):ei€ BT， 故 
著 再 应 用 引 理 42.24， 则 知 {多 ;Cy)} 是 收敛 的 .如 此 Y 是 ? 空间. 
IX FX XX 一 Y x Y 是 完 例 的， 着 人 为 YXx 了 的 对 角 
集 , 则 A 是 闭 集 . W g = fx IN] g CA) EE X XX 的 闭 集 , 故 为 
G, #. 故 可 写 做 
《A) ~ nU;, U, 是 XX x 的 开 集 。 


因 
A= Y (y x Y — Kx x x — U), 


CA 2 Y x YËJ G. 在 此 应 用 定理 42.23 ， 则 了 是 可 距离 化 
的 , 口 
在 本 定理 的 证 明 中 , 对 于 XX 的 有 向 结构 (27, pt) 的 性 质 ， 
(9) (e) € lim4,=> (UCa;)) Eki U (ai) 一 @ 


是 本 质 的 。 具有 满足 (9) 的 有 向 结构 的 正则 空间 称 为 单调 ? 25 
BJ. 虽然 Worrell 举 出 了 ? 空间 的 完全 象 不 是 ? 空间 的 例子 , 但 
单调 ?空间 具有 如 下 的 好 性 质 . 

51.7 定理 (Wicke-Worreltl) 〈1) 单 调 p 空间 的 完全 象 是 单 
调 P 空间 。(2) 单调 P 空间 的 正则 的 完全 北 象 是 单调 上 空间, (3) 
车 单调 ? 空间 是 点 有 限 仿 紧 的 , 则 为 ? 空间， 

在 上 述 证 明 中 ,(1),(3) 是 本 质地 证 明了 ,由 定义 ,(2) 是 明显 


的 . 
518 ”推论 (Filippov-Jshii-Morita) EP G E M, T) 空 
间 的 完全 象 是 仿 紧 p 空间 . 
519 引 理 设 产 X 一 了 是 到 上 的 闲 连续 映射 ,X 为 空间 ， 
% 为 X 的 点 有 限 开 屠 痊 , 若 令 
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H={y€ Y: CIE, FCU = |% | = col, 
则 吾 是 分 散 的 点 集 ， 

证 明 ”车 否定 结论 , 则 存在 五 的 卫 点 y, Tü H, — H — Ly) < 
是 闲 的 ， 因 空间 的 商 空间 趋 太 空间 《45.4), 故 Y 是 太空 间 。 故 
存在 了 的 紧 集 K。 使 KH 在 天 不 是 闭 的 ， 从 而 天 站 已 是 无 限 
集 ， 取 含 于 KNH, WJ AP y. Ei= iy ya (yj 在 KK 中 
具有 聚 点 s。 在 此 对 于 各 i, Vk yi a 并 不 失 一 般 性 。 任 取 点 
n 620. BOzoi 22, 满足 

r€ FO) 一 U (xb)。 
Ey € H 81 人 的 点 有 限 狂 ， 这 个 操作 是 可 能 的 。 为 了 看 出 点 列 
P = (z) 在 X 是 分 散 的 点 集 , 任 取 z € X. 22388 2z (=) DP = @ 
的 情形 即 可 , 因 z, W(x) <> x € 2Z(x;), WkiH zx; 的 取 法 和 BL 
的 点 有 限 性 , B(x) 几 P 是 有 限 集 ， 故 了 是 分 散 的 点 集 , 从 而 是 闭 
89. /(P) = [y 必须 是 闲 的 ,但 {ys} 具有 此 点 列 以 外 的 聚 点 * 是 
矛盾 的 ， 

5110 定理 (Arhangel’skif 的 值 域 分 解 定理 ) Wk j: X— Y 
为 到 上 的 闭 连续 映射 ，X 为 Cech 完备 的 点 有 限 仿 紧 空间 ， 这 时 ， 
存在 了 的 子 集 Y, 满足 下 述 二 条 件 。 

G) y€ Y #f() EE 889. 

G) Y 一 Yo 是 "分 散 的 点 集 . 

证 明 取 8X 的 开 集 列 {Gi}, 设 (G; 一 X， 取 8X 的 开 集 族 
3127), 使 XCU8, 47 < G: 且 Gil X 是 点 有 限 的 ， 对 于 
¿€ N, £ 

Y,— (y€ Y:J10G)CW E, ICH > |% | = eo), 

因 X 为 空间 (28.10 45.10)， 故 由 引 理 51.9, Y, 是 分 散 的 点 集 . 
# Y 一 了 一 UJ Yi;, 则 满足 (2), 为 了 证 明 D B y € Yo 对 


和 1 
各 i EN ,存在 27, 的 有 限 子 族 Yi 使 PG) CO, 着 令 F, 一 
Ciy#, 则 由 27; < G 有 F,CG,. 令 K= ñ F,, WJ KC nG; = 
义 。 因 KK 是 紧 的 , 故 其 闭 子 集 f7'Cy) 是 紧 的 ， 


当 斥 为 好 空间 或 为 后 面 叙述 的 半 层 型 空间 (10.87 时 ,同样 的 
值 域 分 解 定理 也 成 立 ,分 别 由 Ishii，Stoltenberg 确定 .但 在 前 者 的 
情形 ,条 件 (I) 中 的 紧 性 必须 换 为 可 数 紧 性 。 
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52.1 定义 空间 X 的 子 集 族 如 是 X 的 网 络 是 指名 满足 
下 述 条 件 ， 

及 为 X 的 紧 集 , 世 为 X 的 开 集 ， 若 天 CE， 则 KCPCU 对 于 
某 元 Pe 名 成 立 . 

具有 可 数 网 络 的 正则 空间 称 为 g 空间 。 

STA z€ 和 ,存在 它 的 邻 域 列 {500}, 车 me PP 则 点 列 {z] 能 
含 于 X 的 菜 紧 集 时 ,* 称 为 + 点 ， 各 点 为 了 点 的 空间 称 为 > 空间 ， 
在 仿 紧 T, 空间 的 范围 内 ,容易 知道 > 空间 , 9 空间 ,点 可 数 型 空间 
三 者 是 一 致 的 。 

522 命题 R, 空间 是 仿 紧 的 ， 

证 明 ” 呈 空 间 具 有 可 数 网 络 , 故 为 Lindelaf 空间 . 口 

523 命题 若 中 空间 X 为 > 空间 , 则 交 是 可 分 可 距离 化 的 

证 明 iB 为 X 的 可 数 和 网 络 . 因 环 是 正则 的 , 故 若 能 说 明 
{Pe:Pe @) 构成 X 的 基 即 可 假定 不 构成 基 , 则 有 点 +&X 和 其 
开 邻 域 如 ,使 得 xe P°CU 对 于 任何 元 PE 2 都 不 成 立 ， 设 (U;) 
为 点 定义 中 的 * 的 邻 域 询 ， 取 开 集 V 使 :EVCFCU, 令 Vi 一 
VN UD;， 设 {pj} 为 食 于 U 的 S 的 元 的 所 有 列 ， 由 假定 , 对 于 备 i 
可 取 点 z€ V, — Pi, Ë z; € U,, 故人 x4s#，…*} 的 闲 包 K 是 紧 的 . 
因 KCFcU, 故 有 * 使 KCP,, 但 这 与 xo&Ps 矛盾. DJ 

52.4 命题 j:X>Y 为 到 上 的 紧 履 盖 连 续 映 射 , 若 X 具 有 可 
数 训 网 络 , 则 Y 了 也 上 有 可 数 网络， 

证 明 设 妇 为 x 的 可 数 网 络 ,如 能 说 明 扩 92) 是 了 的 网 
络 邑 可 , 设 KCU,KK 为 7 的 紧 集 ,局 为 ?的 开 集 ， 取 XX 的 紧 集 工 ， 
使 KL) — K. 车 取 多 的 元 P, 使 LCPCJAU), 则 KCfP)CU. 


* 334 


口 

525 命题 f:X -> Y 为 到 上 的 闭 连 缤 映射 车 X 为 NM 空 
间 , 则 Y 也 是 8, 空间 . 

证 明 PX Rh E 7; 空间, 故 为 正规 的 。 从 而 Y 是 正规 空间 
《参考 1.])。 由 定型 51.3, f 是 紧 履 盖 , 故 由 命题 52.4, Y 具有 可 
Wk RUK. 

526 命题 7, 空 间 X 具 有 可 数 记 网 络 的 充 要 条 件 是 它 的 
39 X RS uk k RN. 

证 明 因 大 射影 上 = kak X ESE, 故 由 命题 52.4 保 
证 了 充分 性 . 

必要 性 ” 设 开 为 X 的 可 数 坟 网 络 ， 设 六 个 氏 是 有 限 可 乘 的 ， 
并 不 失 一 般 性 . 当 4 为 X 的 子 集 或 点 时 , 广 (4) 以 站 表示 之 . 今 
反 证 法 证 明 { 多 :Pe 到 ] 是 和 的 外 网 络 。 于 是 存在 各 的 紧 集 六 
BF D. Rc, B. 


=> 


cPcD => px m, 
令 
{Ph} = (Pe ZKCP]， 
0. = ñ P,, n € N. 


0, € 2, Ik35'T 4 n PJI z, € Q, — U, 3: 
L= KU{x, z], 

则 工 是 紧 的 .实际 上 , 对 于 KCV 的 和 的 任意 开 集 耻 , 262 m f 
KCP,CV, 则 有 {x.:i 宇 wm}CV， 这 样 一 来 , 因 是 紧 的 , k | 
是 拓扑 同 凸 映射 。 玻 LNU 是 工 的 开 集 。 存在 和 的 开 集 三 ， 使 
LNU 一 LNW , 故 由 和 上 面相 赔 的 理由 , 存在 a， 使 < e€ 工 们 W， 
# š, e Ent = LInÜ 5 zs Ü 3838. 

下 述 命题 几乎 是 明显 的 . 

527 命题 NX, 空间 的 子 空间 是 8, 空间. 

52.8 定理 (Micha) 3 X,Y 都 是 空间 , 则 依 紧 开 拓扑 ， 
映射 空间 Yx 是 8, 空间 , 
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证 明 ”由 命题 50.6, Y 的 正则 性 保证 了 Y* 的 正则 性 , 故 说 明 
Yx 具有 可 数 多 网 络 即 可 首先 考虑 最 初 的 X 是 冯 空 间 的 情形 。 
设 多 ,名 分 别 是 X,Y 的 有 限 可 乘 的 可 数 & 网 络 ， 令 
£ = ([P, 01:P¢ @, 0 € 2). 
对 于 X 的 紧 集 KK,Y BJP R U ,YX 的 紧 集 工 , 设 LCLK,U] 成 立 . 
对 此 找 出 多 的 元 [P,81; 使 
(1) Lc[P,Q]C[K, U]. 
车 用 记号 L(P) = {fw) :fe 工 ,x EP}, 则 和 (1) 一 样 ,证 明 存在 PE 
@, g€ 2 WE 
(2)》 KCP, L(P)C-0CU, 
若 令 
V= (ze XL CUY, 
则 KCV, 由 定理 50.11,V 是 X 的 开 集 . 令 
{P = {PE BKEPEV}, 
P= [1 P, 


(o, ~ {0€ 2:0cCU). 
为 了 说 明 (2), 若 能 说 明 对 于 某 个 = 有 工 (Ps)C2。 成 立即 可 若 
假定 对 于 任何 * 此 式 都 不 成 立 ， 则 对 于 各 a, 存在 点 xz, € P, IË 
L(x)&X0.. # + 
A= KU[zo zs 
应 用 命题 52.6 的 证 明 中 的 论 法 ， 则 4 为 紧 的 。 在 此 车 应 用 引 至 
50.10, 则 LC4) 是 紧 的 , 因 4CV, 歼 (4)CU, 而 L(A4)CQs 对 
AEA n 必须 成 立 ， 特 别 地 ,有 L(xa) 忆 8s 这 是 矛盾 . 
车 多 为 属于 {[K,U]:K 为 X 的 紧 集 , 口 为 Y 的 开 集 } 的 元 的 
所 有 有 限 交 的 族 , 则 多 是 Yx 的 基 , 车 多, 为 属于 .多 的 元 的 所 
有 有 限 交 的 族 ， 则 多 ,还 是 可 数 的 ， 对 于 Yx 0 SSS L T 3 的 
元 8, 车 LCB, 则 存在 多 ,的 元 ,使 
G) LcCFCB. 
这 几乎 是 明显 的 ， 
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3⁄2 2 T 多 ;的 元 的 所 有 有 限 并 集 的 族 ， WJ 多 ”也 是 可 
数 的 . 为 了 指 田 这 个 如 是 了 < 的 下 网 络 ， 令 LC V, L X Yx BJ 
S.V 2 YX 的 开 集 . 取 的 元 B... 使 

LCB,U--:UB,CV. 
工 是 紧 7 了 ,的 , 故 对 于 各 存在 紧 集 L, (935 16.107 满 足 
L= LU: UL, LCB GE 一 1 
故 存在 多 的 元 F,,，'…， Fs, 使 
LCFCB,s tel, n, 
#&H=— LU.… UFR， 则 有 HE 如 使 LCHCV， 如 此 当 X 是 
太空 间 时 ,了 < 是 R, 空 测 。 

最 后 , 考虑 不 是 空间 的 情形 ， 这 时 , 若 f:X 一 Y 是 连续 
Ë MU S — Y 是 连续 的 在 此 , 鲍 是 X 的 先导 , 而 x 是 党 
到 X 的 射影 。 结果 ,实质 上 Y* 可 看 做 YY 的 子 空 间 。 如 上 述 所 
见 YY 是 多 空间 , 故 由 命题 52.7;Yx 是 多 空间， 

529 引 理 对 于 空间 X, 下 述 二 条 件 等 价 ， 

G) 区 是 可 分 度量 空间 的 连续 象 . 

(2) XX 具有 可 数 网 络 . 

证 明 《1D>(2) Ë f:Y— X 为 可 分 度量 空间 了 到 关上 的 
连续 映射 . 车 Së 为 Y 的 可 数 基 , 则 所 络 ) 是 X 的 可 数 网 络 . 

GQ)=>0 设 儿 为 X 的 可 数 网 络 . 2 D 

{P,X—P P€ 2) 
为 基 在 XX 导入 新 拓扑 , 则 入 是 具有 可 数 基 的 正则 空间 而 为 可 分 的 
度量 空间 ,车 大兴 一 x 为 自然 映射 , 则 f 显然 是 连续 的 . 口 

5210 定理 (Michal) 对 于 正则 空间 X, 下 述 二 条 性 等 价 . 

GO) X 是 & 空间 ， 

《2) X 是 可 分 度量 空间 的 紧 履 羡 连 续 映射 的 象 . 

证 明 (1)=>G2) 设 C 为 Cantor 集 , 定 义 肌 射 9 为 

PRX C — X, 90, = (Q), 
则 由 引 理 50.10, 由 是 连续 的 。 其 中 设 X 承受 紧 开 拓扑 、 由 定理 
52.8, Ñ X 具有 可 数 久 网络 , 夏 其 有 可 数 网络， 故 由 引 理 52.9, 存 
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在 可 分 度量 空间 s 和 到 上 的 连续 映射 w;S 一 X5, 关 定义 上 映射 由 为 
$:SX C— X, plss ) — pluls), D, 

则 由 2. 的 连续 性 ,是 连续 的 , WK XBRU4EZE ESU rg 

52.3 和 52.7, 天 是 紧 度 县 空间 ， 故 由 推论 35.3， 存 在 元 j6Xc 使 

KC)= K. 取 点 56S 使 xD 一 上 TEN UI XC 是 5XC 的 

紧 集 , OC) x C) = K, fi q E RSS. 

(201) 将 命题 52.4 考虑 进去 ， 则 只 落 证 骨 可 分 度量 空间 
具有 《网络 就 已 足够 到 可 分 度量 空间 的 可 数 基 名, 它 的 元 的 所 
有 有 限 并 的 集 族 是 可 数 太 网络. 

52.11 例 设 X 为 上 半 平 面 ,而 4CX 为 * 轴 ， 设 X 一 4 的 
点 具有 普通 的 邻 域 基 ， 设 过 4 的 点 思 斜 率 为 s， 一 ECs > 0) 的 直 
线 分 别 为 天 ， 1-。。 设 ,为 的 点 且 在 1, 以 下 的 全 体 . 同样 地 
设 I。 为 xX 的 点 且 在 1。 以 下 的 全 体 . 令 

Up) = {plU Sep NL UY Le)), 
到， 的 邻 域 基 {Usp):E > 人， 基 此 拓扑 化 了 的 和 显然 是 完全 正 
则 空 间 。 称 之 为 一 般 蝶 宁 间 (butterfly space), Lp) 称 为 ?的 蝶 

G) 具有 可 数 网 络 . 

证 明 X — 44 都 做 为 子 空 间 具 有 车 通 的 拓扑 . 故 X 一 4， 
4 分 别 具 有 相对 可 数 基 38, 3,. SU 22, 是 X 的 可 数 网 络 。 
IB! 


《2) xE R, 空间 ， 

证 明 因 X 满 足 第 一 可 数 性 ,所 以 是 + 空间， 故 由 命题 52.3， 
为 了 说 明 X 不 是 并 空间， 只 要 说 明 X 不 是 可 工 离 化 的 就 已 足够 。 
然而 因 X 是 可 分 的 , 帮 只 要 验证 六 不 是 完全 可 分 的 就 足够 。 着 {p， 
4)]CA,p 天 9， 则 在 Ulp) 和 U,(q) 之 间 包 含 关系 一 定 不 成 立 , 故 
X 的 任意 基 的 基数 不 小 于 14 | : 即 不 小 于 连续 统 基数 口 

5212 例 HUK p€ BN 一 N, 令 PP 一 NU{p}. JE P E R, 
间 , 但 非 空 间 . 

证 明 令 KCP 为 紧 元 限 集 。 办 NN 的 无 限 子 焦 不 能 是 紧 的 , 获 
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天 一 Clr(K 站 N)， #k K = Clex(KnN7)， 从 而 必须 有 天 一 PORT 
N)= PN， 天 是 可 数 的 ,但 由 推论 21.3, 8N 是 非 可 数 的 。 这 个 矛 
盾 指出 P 的 紧 集 是 有 限 集 . 

了 的 有 限 集 全 体 的 族 是 可 数 下 网 络 , 故 P 是 部 空 间 ，N 在 呈 
rR3 k B] 38 B AF18 3k P SË k 空间 . 
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531 引 理 设 给 与 T, 空间 XX 和 它 的 紧 集 K。 ASK Ex 
有 可 数 外 延 基 2Z , 则 存在 满足 下 述 三 个 条 件 的 和 的 有 限 子 族 列 
121. 

(1) Kc4h, €N. 

G) # x€ K B z€ U € 2 GeN), 则 {D0} 为 * 的 邻 域 基 。 

G) 若 xeEK, 则 存在 UsE Qz (G € NN), 使 

z€ (U; NK)CU,, í € N. 

证 明 设 (97, 26578 SSK 82 BS RT Ik. ias 
子 列 {Bi}C{Y i) ,使 对 于 各 i 

(4) Wi HI ACTN UE Win} < Ws 
成 立 。 对 此 子 列 (1) 显 然 成 立 。 

为 了 检验 (2), 取 点 x &《 KK, 元 U € BLi，x*& U, VW 2 z BS fE 
童 开 邻 域 , 取 VE QB ë <€ VCW. H 2 的 有 限 子 族 沪 ,使 

K— VOY*, ry 

于 是 存在 ”使 Y UP] 一 ,对 于 这 个 4, 由 (4) 的 前 一 不 等 式 
知 UsCV 成 立 , 

为 了 检验 (3) ,对 于 点 z€ 天, 若 令 

Wi= [U €@Z;x € U), 

则 9gy-; 是 有 限 的 , 任 取 Uin€ oa 时 ,由 (4) 保 证 了 存在 元 U; 6 
gr 使 CKUanRE)CUr。 故 由 Kinig 引 理 ,存在 满足 条 件 (3) 的 
列 {02). 

53.2 引 理 若 Y 为 满足 第 一 可 数 性 的 T; 空间 ，% 为 Y 的 
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35, MISS E Fi EA E Bts [a] x tay LA E k k 5 jJ. 
xX—Y. 

(1) 若 KCY E EB, HB FS a Eks qz CA , 则 对 某 
AE LCX,# KL)= K. 

(2) 若 ECY 仅 和 至 多 可 数 个 UE QB 82, WJ (E) 具有 
可 数 基 。 

证 明 设 2W — {D(o):ae AY, B še së pg,W]UCe) = U(6). 
XPT n€ Nd 为 4 的 拷贝 ,拓扑 是 赋予 离散 拓扑 ， 设 和 为 JI。 
的 所 有 全 [U (e,):n € NY 成 为 菜 点 je Y 的 邻 域 基 的 点 < 一 (co) 
的 集合 。 因 Y 是 T, 的 , 故 这 个 ye 为 唯一 确定 的 . 若 由 藉 c) 一 yo 定 
义 映射 j:X — Y, M) ? E2| EAJ3F3E680k 39 (2228 18.9), 和 当然 是 
度量 空间 ， 并 且 由 f 的 作法 ,满足 (2) 是 明显 的 。 

-为 了 检验 (1), 取 全 部 满足 引 理 53.1 的 条 件 的 av Cark. 车 
令 4, = [U(a,):a, € B,}, 则 可 设 BB, 是 A, 的 有 限 集 ， 若 令 
L= (e€ IIB,:U(a,)ƏCU(a,, NK) > @), 
刚 因 工 在 ËB. 是 闭 的 , 故 是 紧 的 。 若 a E 工 , 则 因 


KN (ñ UG) = 9, 


故 由 引 理 53.1 的 条 件 (2)， 有 ceX 且 J(a) € K. k LC X E. 
f(L)C K. 应 用 引 理 53.1 的 条 件 (3) ,有 (L) = K. 
53.3 3ER (Michael-Nagani) 对 于 Ta: 空间 Y， 下 述 二 条 件 
是 等 价 的 . 
G) Y 的 任意 紧 集 是 可 工 离 化 的 ,关于 了 具有 可 数 特征 ， 
《2) 了 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 开 连续 象 ， 
征明 《1 之 (2)》 由 定理 41.8, 了 的 任意 紧 集 KK 具有 可 数 外 
延 基 Uk, 车 人 = U) BUx, 则 此 人 BY 满足 引 理 53.2 的 条 件 (1)， 
z 
《2) 一 (1) 几 乎 是 明显 的 . 
534 OE 对 于 了 ,空间 Y, 下 述 四 个 条 件 是 等 价 的 。 
(1) YY 具有 点 可 数 基 . 
Q) Y 是 度量 空间 的 紧 履 盖 开 连续 * 肌 射 的 象 。 
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(3) 了 了 是 度量 空间 的 开 连 续 “映射 的 象 。 

G) Y 了 是 度量 空间 的 双 商 :映射 的 象 ， 

证 明 《1) 和 (3) 的 等 价 性 由 定理 18.8 已 被 证 明 .(3) => (4) 
攻 朋 显 的 ，(4) 一 > (1) 含 于 Filippov 定理 49.13 中 《2) => G) 
时 是 明显 的 。 必 须 证明 的 仅 是 (1) 一 > (22. 

设 4v 为 了 的 点 可 数 基 ， 天 为 了 的 任意 紧 集 时 ， 可 数 外 延 基 
xC 存在 的 事实 由 命题 19.8 可 立即 证 明 。 对 于 任意 点 y& 
Y, 舍 ?的 UW 的 元 是 可 数 的 , 故 由 引 理 53.2 ,存在 度量 空间 又 和 到 
上 的 开 连 续 映射 f. X — Y, 使 f EER s 映射 。 

由 Filippov 定理 42.22, 若 仿 紧 ?” 空 悍 是 度量 空间 的 开 连 续 * 

映射 的 象 , 则 已 知 是 可 度量 化 的 ， 在 那里 落 仿 紧 ? 空间 是 度量 空 
河 的 紧 履 盖 开 连续 象 , 则 产生 所 谓 是 否 可 度量 化 的 疑问 ,下 述 例子 
指出 回答 是 否定 的 ， 
535 例 设 D 一 {0,1}, 在 集合 1 XD 中 引入 字典 式 序 , 关 
于 该 序 导 人 区 间 拓 扑 , 则 容易 知道 X — 1 x DD 是 紧 7,, 完 全 正规 ， 
第 一 可 数 , 继承 可 分 的 , 而 任意 非 可 数 子 集 不 具有 可 数 基 ， 若 设 
六 X 一 工 为 射影 , 象 空间 工 看 做 普通 的 拓扑 , 则 了 是 连续 的 。 故 # 
是 完全 的 。 由 引 理 13.5 ,存在 工 的 非 可 数 子 集 S ,使 3 的 任意 紧 子 
集 是 可 数 的 。 设 了 — 17(5),g = HY. 四 8 是 完全 的 ， 改 了 做 为 
度 世 空间 的 完全 原 象 是 仿 紧 # 空间 ，Y 的 任意 紧 集 是 可 歼 的 , 故 
具有 可 数 外 延 基 . 故 根据 定理 53.3, Y 是 某 度量 空间 的 紧 覆 盖 开 过 
续 象 ，Y 是 可 分 的 但 非 完全 可 分 的 , 故 不 可 能 距离 化 ， 

53.6 问题 (Michad-Nagami) 车 T, 空间 为 度量 空间 的 商 ? 
映射 的 象 , 则 它 能 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 商 s Ë 3185 92159 

53.7 定义 ”空间 X 是 强 可 数 型 的 是 指 X 的 任意 紧 集 是 可 距 
离 化 的 ,关于 XX 具有 可 数 特 征 。 

由 此 定义 立即 知道 强 可 数 型 空间 是 可 数 型 的 。 请 注意 : 在 映 
射 下 关于 强 可 数 型 了, 空间 的 外 在 的 定义 中 , 用 到 度量 空间 (定理 . 
53.3) ,相应 地 :关于 可 数 型 7 空间 ,用 到 仿 紧 二 空间 (定理 42.21). 

关于 可 分 度量 空间 的 紧 覆 益 有 映射 有 下 述 问题 ， 
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538 问题 (Michad) /:X—- Y 28] EBRD E E Eh hh, 
及 为 完备 的 可 分 度量 空间 ,了 为 度量 空间 时 ,Y eja 2; 6 ng W 
码 % 

作为 此 间 题 的 特殊 情形 有 下 述 预 想 ， 

539 ”问题 (Michael-A. H. Stone) f:X 一 了 为 到 上 的 紧 覆 
盖 连 续 映射 , X 为 无 理 数 空间 , Y 为 可 分 度量 空间 时 , Y F| i F 6 
备 距 离 吗 ? 

Gëdel 和 Novikov 已 经 论述 了 关于 此 问题 的 核心 部 分 及 集合 
论 公理 的 无 矛盾 狂 . 
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54.1 定义 ”拓扑 空间 X 的 子 集 族 络 ， 对 于 任意 xEX 和 它 
的 任意 邻 域 口 .使 x*《 BC BCU 的 B € 38 存在 时 , 称 为 X 的 副 
基 . 设 忆 为 X 的 子 集 的 序 对 P = (P,, P.) 的 族 , 且 满 足下 述 二 条 
件 。 

GO) 关于 各 PEP,P,CP; 且 P. EE, 

Q) 关于 各 z€ X 及 它 的 任意 邻 域 U， 有 P — (Pi, P.) € P, 
使 x € P,CP,CU, 

这 时 P 称 为 X 的 对 基 (pair base), PP 关于 它 的 任意 子 族 P， 

CICU{P:PEPJ CUfP:PEPRT 

成 立时 , 称 为 了 胺 执 族 。 对 于 空间 X 考虑 下 述 条 件 。 

G) XX 具有 wo 保 闭 的 基 . 

(4) 和 具有 = 保 半 的 副 基 、 

(5) 和 具有 = 胶 热 对 基 , 即 具有 卫 一 u P, (各 P, 是 胶 执 
族 》 的 对 基 P. 

正则 空间 且 满 足 条 件 (3),(4) 或 (5) 的 空间 分 别称 为 Mi，M，， 
M, 宰 间 。Ms 空间 也 称 为 层 弄 室 周 《stratifiable space)， 其 中 (5) 含 
有 正则 性。 
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542 定理 度量 空间 = ,空间 > M.B] > M, 空间 > 
仿 紧 完全 正规 空间 ,成 立 , 
证 明 由 定理 18.1, 度 量 空间 X 具 有 o 局 部 有 限 基 绍 ， 因 老 
是 保 财 的 , 故 X 是 M, 空间 。 
设 U @, 22 X É3 o 保 闭 的 副 基 ， 落 令 
P ~ {(IntB, IB): B € 2,), ¿€ N, 
则 这 是 胶 垫 族 , 而 U E: o 胶 执 对 基 ， 
最 后 设 X 为 M; 空 间 ，UP, 为 各 ,为 胶 垫 族 的 对 基 . 令 人 2 
为 X 的 任 辣 开 履 盖 。 若 令 
%, = [P,:P,CP, < WU, (P,, P> € P,), 
则 o", 25 X BJ3F48 S: B.25 2Z 的 5 胶 垫 加 闫 。 若 根据 下 述 引 至 
54.3， 则 这 意味 着 和 的 仿 紧 性 . 
当 己 为 X 的 任意 开 集 时 , 若 令 
W, = UíP,:P,CP,CU, (PPD)EePj， 
MHJU = Uw;= UW; uU F, 集 ， 
543 引 理 《Michac) 对 于 空间 X 下 述 情 况 是 等 价 的。 
GO) 和 是 仿 紧 了 ; 空间， 
《2) X 的 开 覆 盖 BU 被 覆盖 一 UY, 细 分 ， 且 满足 下 述 
条 件 ， 
各 "i 是 人 的 胶 扑 加 组 , 且 X = UInt(%$)。 
证 明 (1) 守 (2) 是 明显 的 。 
(2) 之 (1) 取 满 足 条 件 的 ai ,2 ， 令 
% = (U(e):a € AJ, 
Yi [(V(0):86 Bi), BNB, = @ G = P, 
若 做 2 的 胶 垫 加 细 履 盖 , 则 根据 Michael 定理 17.12 知 X 是 仿 紧 
T 空间, 
设 wm:B 一 4 为 Yi 到 人 的 胶 热 如 细 映 射 。 9:UB 一 4 
定义 为 pi1 Bi 一 mi， 令 
n (z) = min{i:x € Jnt(orf9 z€ X. 
对 于 xEX, 若 令 xEV() EY ao 芍 有 为 风 gz， 则 得 到 由 :X 一 
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VB. 令 1= o9:X + A, 25 TIEBLf E ((z);x € X) S| 27 的 
Basa, 取 X 的 任意 子 集 日。 任意 取 点 
y€xXx — U(U(a):a HH)} 
m", 说 明 此 7 不 是 让 的 点 即 可 ， 令 
4, = (a € Z(B ):y& U(a)), 
V,= U(V(0):86 TD) 
=u 
一 I en) Db,. 
rf 
因 ç, 为 % 到 BB tE nik 3 ,i& PC UIDUCo):ae AY. ËR 
y& V, 对 于 各 š pusat Oe y 893 4538. 
任意 取 xE 昌 ,着 .nCz) < nG) Blz€ V... mLza& y. 车 
#2) > n(y) N) z & In(27, t). s & W. # HOW = 区 ,从 而 
TEBIT y& H. 
544 SUR 2 2,27 2122 X, Y 的 保 闭 族 ， 这 时 
£ x £ —(F x H;Fe £, He @) 
# X x Y 中 是 保 闲 的 。 ñ 
证 明 W Sr = F. A), @⁄Z = (H, 86 B), WC 
4 XB 的 任意 子 集 ,必须 指 册 
CICU{F, X Hs: (e,0) € CCU[PF, x B,:(e,0D 6 cC). 
EO Cz, y)& U(F, x B,:(e, 8) € C}， 2 
U = x— Uí(PF,:z& F,, (a, B) € C], 
一 了 一 U(H;:y& É, (e, 0) € c), 
MPU x V EE(z, y)8JJF48382, 旦 和 UíP, X H|: (a,8) 6 C) 不 相 
#. 于 是 有 
G, y)&CI(U(F, x He: (a, ñ) € c]), 
54.5 定理 (Ceder) 若 X,G 一 1,2,…) 为 Mi 空间, 则 
X = Hx, 是 M, 空间。 
证 明 B M 空间 的 情形 证 明之 。 其 它 的 情形 可 同样 证 得 。 


设 Ú =: 为 X。 的 基 ， 其 中 各 gg 为 保 闭 的 ， 若 令 


me 


3⁄4 < 


=, = Bi B, x L x.:3, € u =l), 

则 由 引 理 54.4, 在 X 是 保 闭 的 。 若 令 Z 一 U #., W) sg25 X 83 z 
保 商 的 基 ， 

546 定理 (1) M, 空间 的 任意 开 集 是 M, 空间 。 

Q) MM; 或 M, 空间 的 任意 子 集 分 别 为 M;: 空 间或 M, 空间 , 

证 明 设 客 为 M 空 间 X 的 = 保 闭 基 ， 若 五 为 X 的 开 集 ， 则 
{BE 2:BCUEURS c 保 闭 基 . 

其 次 (2) 就 M; 的 情形 证 明之 。 M, 的 情形 同样 地 可 以 证 明 ， 
故 省 略 之 . WU, 为 M; 空 间 X 的 副 基 , 其 中 各 2, 是 保 闭 的 ， 
而 4 为 XX 的 子 集 ， 关 于 各 4, 令 

B= {ANB:B EB,}. 
今 证 明 U 2', 为 4 的 o 保 闭 副 基 ， 对 于 a& 4 及 在 X 中 。 的 开 邻 
域 吕 ,可取 某 SZ, 的 元 B, 使 满足 a€ ItBC BCU, 这 时 
a€ ANInBCIn( ANB)CANYT, 

而 4Be 2, 故 【多 构成 4 的 副 基 ,为 了 指出 2, R IR H) 


的 , 设 2 为 Z, IS TR. SURB 
(U{CICANB): Be BD NA 
SCCUIANB:Be SD NA. 

HR< ULCKANB):BeE 娟 } 的 4 的 点 5。 因 65K 站 ,BE 如, 族 
BECIU{B: Be BE}), 于 是 b&CI(U{ANE: Be i}. Ú] 

54.7 间 题 (Ceder) (1) M, 空 间 的 任意 闭 集 是 MM 空间 
吗 ? 更 一 般 地 , M, 空间 的 任意 子 集 是 M, 空间 吗 ? M, 空间 的 闭 
连续 象 是 M, 空间 吗 2? 

《2) MM; 空间 是 Mi 空间 吗 ? 

G) :空间 是 M, 空间 吗 29 

在 下 节 中 证 明了 度量 空间 的 闭 连续 象 是 M, 空间 。M:; 空间 的 

1) R. W. Heat 和 H. K. Junila 证 明了 (1) 的 问题 都 与 (2) 等 价 .请 参看 Proc. 


Ameer, Math. Soc 83C(1981), 146—148, 一 校 者 注 
2) 问题 (3) 由 G. Grucnhage (Top-Proe.,( 1976) 221) 证 明 是 正 病 的 .一 -- 校 者 注 
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BES M.J. 关于 Mo M; 空间 还 有 许多 地 方 是 不 清楚 
的 , 但 关于 M, 空间 下 述 种 种 性 质 是 已 知 的 。 下 述 定理 指出 M ss 
间 称 为 层 型 空间 是 妥当 的 ， 

548 定理 (Borges) 对 于 空间 XX 下 述 情况 是 等 价 的 。 

(1) XË MB, 

Q) 对 X 的 各 开 集 U,SJFEPHU,: n EN] 与 之 对 应 ,使 

G) U,CU B U,CU,,, n€ N, 

G> UU,=U, 

Gü) 若是 开 集 且 PCU,B] FoCDo we N. 

G) 3209408, 有 其 开 邻 域 隐 (ECzyp);26N] 对 应 之 ,对 
于 区 的 各 闭 集 4, 有 4 一 ñ CICU(g(z, n):z € AD. 

(在 (2) 中 给 予 的 对 应 0 一 (U.) 称 为 层 对 应 ) 

证 明 《1)>(2) 设 UP, 为 X 的 对 基 , 其 中 各 P。 为 胶 热 族 . 
对 于 各 开 集 器, 若 令 


u,— U punce, Q, PD e Ü BJ, 


则 可 一 {D0,} 显然 是 层 对 应 ， 
(2)=>(3) 设 U > {U6} 为 层 对 应 . + 
g(z, a) —= X — OX— (z]y, z€ x. 
由 (C2) 的 G), g(x, n) 29 + Ë93F9538. 2229 X689F18E,X — 4 = 
U. 车 PK 4 出 对 于 某 个 m 有 PEDw- 因 I 
z€ A > UCX — [x] > UTX — [x])),s 
WU, gÇ, m) 一 名; 从 而 P&CICU {g(x, m):x € ADD. 
(3) 二 > (1) 对 于 各 x &€ XX, 不 失 一 般 性 可 假定 gCx,n) 汪 g(x， 
n + 1), s€ N. XT X80433 U, 
U,— X —CI(Uíg(z,n):z € X — U), 
P, 一 {CZ。 U):U 为 开 集 }， 


P= Ú P.. 
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卫 显 然 构 成 对 基 。 为 了 证 明 各 Ps E risk, 首先 注意 U — {U。} 
是 层 对 应 。 车 4 为 任意 开 集 族 ， 则 对 于 任意 的 De WU 有 UC 
of 于 是 
CICU(U,;:U EWU EU AE, ODO 
549 5] 设 X 为 层 型 空间 , UV 一 0} 为 层 对 应 ， 对 于 闭 
集 4 和 开 集 如 的 任意 对 (4,0), 令 


u,= Ú G@,— ox — 42. 


此 时 下 述 事实 成 立 . 

G) # 4, B 为 4CB 的 闲 集 ,U,V 为 UCTV 的 开 集 ， 则 
Tc 

(2) A4nUCU,CU,CAUU, 特别 地 ,车 4CU, 则 

ACU, CU,CU, 

证 明 《1) 是 明显 的 为 了 指出 (2), 取 x€ 4NU。 若 * EU，， 
Mx € U, — CX - A),CU,. # AD UCU,. 

令 x&AUD。 # z€ (X — A), M| V — (X — AX GX — 
0,) 是 x 的 邻 域 , B838 m 2 n, m < n # (U, — CI(X — 4),) 1 
(X — A), = @,(U, — (X — Ay) NEE — 0) = ë. #y n 
U,= @,Blz& D, TE Ú,CAUU,. 

5410 引 理 设 4 为 层 型 空间 X 的 闭 集 ,， U 一 {D0,} 为 X 的 
层 对 应 .在 4 中 对 于 和 任意 的 层 对 应 

ANU x {en(4NU)}Y，DU 为 X 的 开 集 ， 


令 

s, (U) = (U — A),U((U — A Uaal 4 NV) onanoy. 
这 时 也 一 [an(U)} 是 X 的 层 对 应 且 下 述 情况 成 立 . 

(1) oDNA = a,CA YU), Cla,(U)( A = Cla,(A YU), 

(2) W ADU — (6,CA U) 为 在 4 的 另外 的 层 对 应 , 且 对 
TFUCVEËEREU,V,# aC A U)DCA,CAD V), NI 

*,(U)C80,(V). 
证 明 由 354.9 之 (2) 与 U4 的 定义 ,有 
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a,( A UDC((U — A Va 4ANU) Daan 
Ca,(U)C(U — A)Us,(A U) 
及 
Cla (AñU)CCla,(U)C(U — AUCa ANUICU, 
于 是 (1) 成 立 ，《2) 由 54.9 之 (1) 是 明显 的 . 
54.11 定理 (Borges) 层 型 空间 的 闭 连 续 象 是 层 型 空间 . 
证 明 设 f:X 一 Y 为 由 层 型 空间 X 到 空间 Y 上 的 闭 连 续 映 
8. WU (U, 为 X 的 层 对 应 ,对 于 Y 的 开 集 了 , 令 
T,= (UD, 5 = KT), 
0, = CAV))ss, V, = Itf(0.). 
办 $。 是 含 于 三 (7) 的 闭 集 , 故 由 54.9 之 (2)，9。 是 S, 853 530. 
于 是 V, 是 从 T。) 的 开 邻 域 ,而 UV, — V. 又 
V.CoIKo,) = HG) EV, 
33 VC 的 Y 的 开 集 ; 则 显然 有 7,CW,, 于 是 VV 一 {7,} 是 
YY 的 层 对 应 ， 
54.12 引导 设 U 一 {VU,} 为 导 型 冠 间 X 的 层 对 应 ,对 于 开 
集 可 的 各 点 *, 令 
n(U, z) = min{n:x € U,Y, 
U[z] = Usws — CUZ — [z])sa,os 
这 时 ,对 于 X 的 开 集 U,V E z€ U,y € ,下 述 性 质 成 立 。 
G) 车 ULz]NVIy] = 6 B aÇU,z) < n(V,y), M] y e U, 
(2) 车 UIx]NViy] 关 8%, 则 xEV shy € U. 
证 明 假定 (1) 的 条 件 成 立 ， 若 y&U, 则 对 于 各 x, 有 (X 一 
{yDs0,, 故 
@ — {Psp 一 Uy), Ur, 
于 是 和 VU[x]N 作 VIy] = 弛 发 生 矛 盾 , (2) 是 (1) 的 结果 . DJ 
下 述 定理 是 Dugundii 的 扩张 定理 32.10 的 推广 , 
5433 定理 《Ceder-Borges) 若 4 为 层 型 空间 X 的 闭 集 , f 为 
4 到 局 部 凸 拓 扩 线性 空间 Zz 的 连续 映射 , 则 f 可 扩张 到 X. 
证 明 令 WW 一 X 一 4， 
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W'= {xr EW: 对 于 菜 y& A K y 的 某 开 邻 域 U,x € Uy], 
WT: €W. 
m(%) — maxln(U, y);y € A, z € U[y]5, 
则 mCx) < na(W , z), SER. ERER3r, 则 对 于 某 y € 4 和 其 开 
邻 域 品 ， 8 r€ U[y] B n(U, y) 2 5(W ,x)， 故 应 用 引 理 54.12 
之 (]) 发 生 y € 1W 的 矛盾 . 

由 54.2 各 54.6， 玩 是 仿 紧 的 , Ware any yta pik (W [z]: 
z€ W )BJW BJ SAN IRJF a %。 对 于 各 VEY JR VC [zy] 
的 点 xv € W. 3 <xv€ W', 则 由 9’ 的 定义 可 选取 4 的 点 av 及 其 
开 邻 域 5v, 使 zp€ St[Lav] 且 n(Svs ae) 一 mkzr) 车 zz 长于 则 
任意 固定 4 的 点 mo, 令 ar 一 zo Wr {py :VE 9} 为 一 一 从 属于 
的 (意义 是 明显 的 ) 单 位 分 解 , g:X 一 Z 由 下 式 定义 之 。 

gG) = IG), z€ A, 
gG) ~ 21 pr avy), z€ W. 


2 

F 2 EW E EBE B HEB ZE 4 是 连续 的 . 取 。€ 4 和 j(a) 
在 2 的 止 邻 域 Y。 因 了 是 连续 的 , 故 可 取 “ 在 X 的 开 邻 域 U， 使 
Kañnu)ycT. 对 此 如 ,指出 gCCV[a])Le])c7, 车 

z€ (ULaDIsIN ACUNA, 

则 glx)=f(x) € T. 令 xE(U[a])[a] — A. 车 任 取 V 使 :EV 
% Wa & W H. x€ (U[aD[a] W [vv 1] & E 54.12 ZG2), zv € 
U[a], 于 是 xy € W' B. (U, 2) < m(zv) = n(Sy, av), Bd zv € 
U[a] Svfav], 8k H 54.12222 (D fay € U, PDf(a € T. 因 
g(z) = 本 {Pv (WKav):xE V € %), T J hË5 fd gG) € T. 如 
此 《CVIa])[a])CT 而 8 在 4 上 是 连续 的 . 

一 般 的 度量 空间 的 附加 空间 不 是 度量 空间 ,但 关于 层 型 空间 ， 
却 有 如 下 结论 . 

54.14 定理 2 Y, XX 为 层 型 空间 , 2 f 是 了 的 闭 集 8 到 X 
的 连续 鼎 射 , 则 附加 空间 Y U X 是 层 型 空间 . 

证 明 照样 使 用 定义 32.16 的 记号 ， KY 一 YUJX, jf:X 一 
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YU X, XT YU XF RU, S jk UV = K'(U)CY, U” = 
(VU)CX, W V— IV. 为 X 的 层 对 应 ，Bn 一 [KU E 
在 妃 中 的 层 对 应 ， 故 用 和 54.10 同样 的 方法 ,存在 Y 的 层 对 应 
UV" 一 {05}, 满足 下 述 二 条 件 . ` 

0) UNB= (U). 

@) Np- TU), 
还 可 说 明 下 述 事 实 。 

(3) U,V E Y UX fE R Uc v N U; V. 

#ERE,HU CV BCYz XI U C U, WkH 544101 Q) 
有 DC V... PT Y UQX 的 开 集 UU, 令 

Do 一 KU)UXKD2)， 

今 证 明 上 0 一 (U ,) 25 Y UX 的 层 对 应 。 首 先 若 HC Y , 立即 知道 
F3ASSESCER3r. K KCH) = HUP'IKHN B), kG) =G n B). 
由 此 可 知 : 


RU) = ROD UTCDS》 
= UFCU NB UF CUZ) 
一 EU — Us, 
TAD) UD U (UY) 
= HU NB UU; 
-UOUD = U. 
由 此 《0,) 和 六 (CU,) 都 是 开 的 ; 改 D。 在 了 ux 中 是 开 的 .其 
次 ,为 了 指出 DV。CU, 令 
K = KK.) U (U). 
B g, ,CKcU BIRI K £ Y UyX 是 闭 的 即 可 ,使 用 (2)， 
KK) = RRCUS) UR YD 
~ UIDN BI UD) 
= U,UF'GCOPUZ)) UU) 
= Ú;UF(DUD, 
PCR) = RE) Ut D) 
= KENB)UDY 
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ND UD — DZ, 
Hk, K''(K), (K) 部 是 闭 的 ,而 六 是 闭 的 . 又 
ULU, = URCUD U Cu) 
= XUDD) UUU) 
= KUU CU”) = U, 
最 后 , 若 取 YUyX 的 开 集 U,V，UCV， 则 由 (3) 有 UsCys。 # 
U— {Vo} 是 YUyX 的 展 对 应 . 口 

使 用 32.14 的 方法 ,由 54.14 得 到 下 述 的 结果 ， 

54.15 推论 令 3 为 所 有 层 型 空间 族 . X € S E ESCS) sË 
NES(S) 的 充 要 条 件 是 X 分 别 是 4RCS) 或 4NRCS)。 

5416 定理 设 X 关 于 闭 覆 盖 多 一 {Fo 具有 Whitchead S 
拓扑 # £ F。 是 层 型 空间 , 则 X 是 层 型 空间 . 

证 明 ”只 考虑 多 的 元 全 是 非 空 的 情形 即 可 上 先 考虑 . 儿 是 二 
元 F, F, RAS. i; F, PP 一 F, 为 包含 映射 ， 在 i 下 X 
是 FF, 的 附加 空间 F,U P, 8k Eh 54.14, 天 是 层 型 空间 。 

其 次 关 旋 一 般 情 形 ， 考虑 如 下 的 所 有 对 (Sr,, S) 的 族 
多 :多 25C 史 且 Ss 是 于 空间 He= 名 的 层 对 应 .对 于 H, 的 并 集 
VU， 层 对 应 5p 以 U— {Usa} 表示 在 多 N SA FFE; 
《Fe) < (r,,s) > F CZ, BXT H, — 名 下 的 各 并 所 
u, # 

(1) UneN Hs ~ (U DH), 

@) DafiHe ~ (UH, 

为 了 应 用 Zorn 引 理 3.3, 考 典 多 的 任意 链 { (Fp,55):8 e r), 
令 多 ,= U S BFF H, = Z nF D, 


Pr 


U,,s = U (u nH,y,.- 
slr 


今 指出 ~> {Us} 是 B, PSS, BR O) ,2)。 
对 于 HH, 的 开 集 U,V,UCV, # U, V, K. U = Ü Us 


== 


是 明显 的 ， 由 定义 《1) 是 明显 的 。 为 了 同时 指出 (2 和 包含 关系 
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U,,CU,+ 
ur= U CU nu,ys,. 


BET 
显然 有 UhmCUSCDms， 央 {( 多 6,50) 是 链 , 故 UN Hs 一 CDN 
Hr)sw， 此 式 表 示 U2 为 闭 , 故 [ — Ú, hat 
GaN Hs = CIUN HO, BD EU, 
H, U 一 {Uiw} 满足 (1) ,(2), 故 多 ,和 这 个 层 对 应 
的 对 是 【( 多 ， SO) 的 上 确 界 ， 故 由 Zorn 引 理 存在 多 的 极 大 元 
GS. S). 为 了 证 月 定理， 只 须 说 明 多 。= 5 即 可 ， 赦 假定 
多, 关 多 , 则 可 取 卫 ,使 PE 久 — F, . 
FUP}, H. = FF G = 0,D, sz. 
根据 开始 所 述 的 特殊 情形 H, ~ H,U F 基层 型 空间 且 H, 20 El 
集 , 故 由 引 理 54.10 ,存在 H, 的 层 对 应 SU — Us) ,使 
UN He ~ (U nB)... U, B, — QIU nuy, 
在 此 V 一 和 Von} 是 HH 的 层 对 应 %， 这 意味 着 (多 aS) < (Sri, 
5), 与 (起,， S) 的 极 大 性 相反 。 


55.1 定义 具有 = 局 部 有 限 网 络 的 正则 空间 称 为 空间 . 

由 此 定义 ,度量 空间 是 0 空间 ,在 本 节 将 指出 户型 空间 是 0 空 
间 ， 但 其 遂 不 成 立 . 

552 定理 《Nagata-Siwiec) 对 于 正则 空间 XX， 下 述 三 个 条 
件 是 等 价 的 ， 

《1) X 是 空间. 

(2) X 具 有 = 保 闭 的 网 络 . 

G) X 具 有 0 分数 的 网 络 . : 

E G)=> (1) 一 > (2) 是 明显 的 , 今 证 明 (2) => (3). 
£ — Ú 络 ; 为 X 的 网 络 ,其 中 各 sg; 一 {Bs:o E€ 了 i} 是 保 闭 的 .由 
X 的 正则 性 , U 3, J X BJ c 保 闭 的 网 络 , 夏 从 开始 就 可 设 细 的 各 
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元 为 闭 集 , + 
G) Fa” U{BEe Br:BNB, = @Y, =€ T,, k€ N. 
@) GAT) ~ (DIB. e PPQ(ñIFa a €T, — TD), 
COT, 
G3) @ = {GAT):T' CT i k€ N. 
现 证 多 一 [J 多 i 是 X 的 9 分数 的 网 络 . 


i 

首先 对 于 各 k, 2, 是 不 相交 族 。 实 际 上 ,对 于 天 ， ccTp 
T' F”, 384 a € t" — T” Bf, 

G,G,C) B.n F. — @. 

当 存 在 a€ 了 ”一 了 时 ,也 同样 得 到 G,G7)n G (= 2, 

其 次 为 了 证 明 2, 是 保 闭 的 , 任 取 {Ti:1€ Ay 使 

TICT,, 4€ A, 

任 取 点 *, 使 

(4) x U{GATD:LE AA) — G, 
若 令 

G) A=116A;8 (B. ET}}, 

(6) A = (16 A:z& {Far:e € T, — Ts 
则 由 01) ,C2),(4) 4 一 个 U4"。 对 于 各 64 存在 c(C2) € T), 使 
+ 到 BaD。 故 

(7) xg&Uf(Bwo:2e43 = E, ， 
对 于 各 ze A ,存在 a(a) € T, — T, Ë z& Fa 8k 

(8) *& U(F¿oxi e € A”) = F. 
因 @, 是 保 闭 的 , 故 E 是 闭 的 . 因 2, 也 是 保 闭 的 ; 故 由 (1),(8》 
Ff 也 是 闭 的， 车 令 

U=X— (EUF), 

则 由 (7), (8), U J x 的 开 邻 域 ,由 《4)，(5),(6),U 和 GG 不 相交。 
故 知 * 六 G, 且 G 是 针 的 ， 于 是 证 明了 是 分 散 的 . 

最 后 为 了 说 明 @ 构成 网 络 , 取 X 的 任意 点 x 及 其 任意 开 邻 域 
V。 于 是 对 寸 菜 :及 茶 m&T 了 有 xE B CV. 敬 令 
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H= U1B6€ Z,.z& B), 
则 五 为 不 各 z 891. Ska 3k RE ms Tt 有 
z€ B;CX — H. 
着 令 
‘To [e € iz € B.Y, 
JE B,C (F. 8 Ti 一 了 人, 故 有 
z€ G ,(T)CB,,CV, 


而 92 构成 网 络 ， 
553 推论 。 空间 的 闭 连 续 得 着 为 正则 的 , 则 它 是 空间 
证 明 Eqo 保 闭 的 网 络 的 闭 连续 象 构成 ” 保 闭 的 网 络 . 
M, 空间 和 * 空间 可 用 如 下 的 箭头 联结 之 ， 

度 最 空间 四 度量 空间 的 闭 连续 象 a: M, 空间 之 

M; 空间 一 > M, 空间 党 o 空间 . 

千 意 味 着 右边 的 空间 未 必 是 左边 的 空间 。 从 M, 到 M, 关于 箭头 

的 逆 记 如 在 54.7 做 为 问题 那样 尚 属 不 肯 . 

55.4 定理 《Ceder) 度 明 空间 X 的 任意 闭 集 4 具 有 保 闭 的 

邻 域 基 。 

证 明 设 络 一 U 妇 ,为 X 的 基 , 其 中 各 多 。 为 局 部 有 限 的 . 

不 失 一 般 性 可 设 若 # < m, 则 #,C 58w, 设 4 为 4 的 距离 ,关于 

&x + 


A, = Íz € X:2(z, A) 1/n}, 
=. = [Bf A,.: B € 2@.), 
则 .sr。 是 局 部 有 限 族 ， 设 {Yrs:cte 了} 为 Uer。 的 所 有 覆盖 4 的 
子 族 的 集合 .车 令 
% = (Ea € Ty, 
则 显然 是 4 的 邻 域 基 . 
为 了 指出 区 的 保 半 性, 任 取 关 CT, 取 点 
z& UTZaeT 了 
Br8 A, K Ez 84. 故 
m 2 k, a 6 I”, V € A nN a (X — 4AGY = 9. 
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因 Ü .er; 是 保 闭 的 , 故 x&CIKU[PFE 2. <a €T], 


#k < &CI(U (97 2:e € T']), 

555 定义 设 4 为 空间 X 的 子 集 ，4 的 邻 域 族 2€ 当 对 于 
4 的 任意 久 域 UV， 存在 HE 如 使 4CHCU W25 4035381 
基 . 
` 556 定理 (Code) M; 空间 天 的 任意 闭 集 4 共有 保 闭 的 信 
域 副 基 . 

正明 设 儿 一 U 儿 ;为 X 的 副 基 ,其 中 各 多 ;为 保 闭 的 ,不 
从 一 般 性 假定 客 ; 的 名 元 是 闭 人 案 , 且 着; < j, 则 绍 / 己 多 ;对 于 
各 Be Z, 

R(B,)— B — UW.ANW = @ ,W e 用] 
&(S.:a € T 125BUH 2 的 于 族 的 集合 ， 关 于 各 a ET 和 i EN, 令 
Voi— U{R(B,A:B ETN Bi 


LA 
i=t 


4 一 tecTidCFe}， 
% = [(V,:e € AP. 
我 们 证 明 2 E 4BJIEBIRO 363838. kU 2 AES. J 
T£ <€ 4, 取 x€ B98CBsCU, B,€ @,,.. 于 是 
z€ B° — UIW z & W € Bn} 
C(R(B., sG0))°SR(B., n(z)). 

故 若 令 Se, 一 LB,.:z € AY,%81]k e 8 AC V2C V.C U, 29 A BJ 
邻 域 副 基 , 

为 了 指出 Y- 鬼 保 闭 狂 EBR ACCA, z& UIV. e € 4A) 的 点 
x, Il x& A, k F3E B € 22x ë <€ B°,B D A 一 多 的 最 小 的 不 
#efE. ETWROE— 4 B € 2, RR TS n 22 k NIK we A' 有 Too 
B° = g, #& 

(1) *&CI UIV, a: n 2 k, a € A'D. 
Wk > LN z UO An = CW € Bi z& U(R(B, 
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k—1):B68e Z, Bek dK 
(Q) rE NN ZO, e€ A, 
因 2, 是 保 闭 的 , 故 用 (2)， 
CICUIV,, im < k, z€ CCC U((%, n Bi :aE A')) 
-USN BE A). 
故 
(3) *&CI(UIV,,:m < k,a € A}), 
由 C1) 和 G3》 


*&C(U(V,:e € A"). 
5574 定理 (Borges-Lurzer) 空间 X 是 M; 空 间 的 充 要 条 首 

是 X 是 族 正规 = 空间 , 且 其 各 闭 集 具 有 = 保 闭 的 邻 域 章 基 . 
证 明 ”必要 性 是 明显 的 , 故 证 明 充 分 性 , 设 Z 一 U Z, X 
的 闭 集 组 成 的 网 络 , 其 中 各 妇 。 = (B,.,;a € T) 是 分 散 的 、 因 X 
是 族 正规 的 , 故 存 在 分 散 的 开 集 族 {U6r:aET,}， 对 于 各 a€T，， 
有 B,,CU,,. 设 色 为 Bo。 的 5 保 闭 的 邻 域 副 基 ,而 且 多 


的 各 元 是 U6,s 的 子 集 . 用 多 .一 U 2... 表示 之 ， 其 中 各 


2... 为 保 闭 的 ， 令 
rm Us i € T, 
YU we 


Yi 显然 是 保 闭 的 , 故 % Z: z 保 闭 的 。 为 了 证 明 ”是 副 基 ， 
任 取 * € X 和 x 的 任意 邻 域 U， 因 2 是 网 络 , 故 有 某 Be 2, 
使 *E BsnCU， 于 是 有 茶 HE 多 使 re BanCH "CHCU。. W 
g... C% l 9 是 副 基 ， 

由 此 证 明 立 即 得 到 下 述 定理 . 

55.8 定理 若 X 为 族 正规 0 空间 ， 且 其 各 闭 集 具有 0 f HI 
的 邻 域 基 , 则 X 是 M, 空间 . 

这 个 定理 的 逆 是 未 知 的 ,成 立 与 否 是 有 趣 的 问题 。 

559 定理 M, 空间 的 闭 连 续 象 是 M, 空间 ， 
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证 明 WX2 好; 空间, f. X — Y 为 到 上 的 闭 连续 映射 。 因 
X 是 仿 紧 Tp, 空间 (54.2) ， 故 做 为 它 的 闭 连续 象 了 也 是 仿 划 了: 空 
JJ 1214). 因 X 是 o 空间 ， 故 作为 它 的 闭 连续 象 Y 也 是 5 空间 
(55.3)。 故 由 定理 55.7， 若 能 说 明 Y 的 各 闭 集 具有 o 保 闭 的 邻 域 
副 基 , 则 Y 是 村; 空间. 设 F 为 Y 的 任意 闭 集 , 2 为 1《F) 的 0 
保 闭 的 邻 域 副 基 ， 因 上 是 闭 的 , 故 万 名) 是 ca 保 闭 的. # U 2 F 
的 任意 邻 域 , 则 存在 HE 2 ,使 

fF)YCHECF UD). 
Bf2(F)C H°, 
FCY — /(X — HI)CY — HX— HCIHDEU. 

因 Y — (X — H°) 是 开 的 , 故 FCJ(H)P CU, JusJRH I COE) 
是 了 的 邻 域 副 基 . 

55.10 引 理 设 f;:X 一 为 网 约 的 闲 连续 映射 车 BU 为 
XX 的 保 闭 的 开 集 族 , 则 

@ —(V(U)= Y — KX — UUe 2Z) 

是 Y 的 保 闭 的 开 集 族 . 

证 明 因 上 是 闭 喘 射 ， 故 % 的 各 元 是 开 的 .为 了 证 有 明 % 是 
保 闭 的 , 设 % CB, 取 点 yE CICU1V(U):U e D), 因 f 是 闭 
映射 ; 故 KCIGOZ))SCICUIV(U):U e %)), Mm FG) n 
CK%W*) = 名， 因 % 是 保 闭 的 , 故 对 于 某 个 Ue ,有 六) 0, 
辽 关 多。 若 P 为 ?的 任意 开 邻 域 , 则 广 (Y) 们 已 关 好. 
1 车 不 含 任何 点 逆 象 , 则 有 (X —J'(y)nU) — Y. 与 了 是 既 
BDA. #OGM3AE4 y € Y, (y )Cfri(y)nU my e Vn 
Y(U'), NV E y 9EROF453L 083 y e V(UD. 

55.11 .定理 《Borges-Lutzer) M, 空间 在 既 约 的 完全 映射 下 
的 象 是 M, 空间 - 

证 明 设 X 为 以 ,空间 ,f:X 习 为 到 上 的 既 约 完 爹 爱 射 ， 设 
小 一 U 纪 : 为 X 的 基 , 其 中 各 2, 为 保 闭 的 ,一 般 地 , 设 北 为 
保 闭 的 集 族 , 若 22 为 好 的 所 有 子 族 的 并 集 组 成 的 族 , 则 名; 为 
保 闭 的 ,于 是 用, 的 各 子 旅 的 并 集 假 定 还 是 到 ;的 元 并 不 失 一 般 
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性 ， 还 可 假定 gC Sp... $ y€ Y, U 25 P) 的 任意 开 邻 域 ， 
BO) 是 紧 的 ,而 = EE 8181 F E6 2, 的 假定 ,对 于 某 个 
Be 8 F'G)CBCU. W Z &# FO) 的 邻 域 基 。 根据 这 
一 事实 与 引 至 55.10, (Y — KX 一 B):B€ sg) 是 Y 的 0 保 闭 的 
基 . DJ 
-55.12 ”定理 (Laine) 3]; X — Y 203] EB5 IEEE AE, x 

为 仿 紧 T, 空间 , Y 为 Fréchet 7 空间 , 则 对 于 X 的 某 闭 集 X'.4127; 
X 一 了 为 到 上 的 距 约 肌 射 ， 

证 明 对 于 Y 的 各 孤立 点 ), 任 选 x,€ 三 (7)， 若 将 六 (3?) 换 
为 x,， 则 得 到 的 闭 集 Xo。 设 了 一 用 Xe， 出 8:Xo 一 并 是 到 上 的 
闭 映 射 ， 若 8 不 是 踊 约 的 , 则 存在 X。 的 开 集 bo, fË U, =< 好 且 有 
g(X, 一 Uo) = Y。 对 于 序数 区 之 0), 各 a 达 8, 使 X, 的 开 集 Uo 对 
应 之 , 且 满足 下 述 二 条 件 . 

G) z@¿— U.) = Y. 

(2) a<a'<8=>U,CU, B (X — UODU, = g, 

3 8 为 极限 序数 时 , 令 Us = (5。 对 于 此 ru, 今 证 明 &CXo 一 


过 区 月 
Us) 一 Y, 否则 ， 存 在 jEY 一 5X 一 Us) , gO) & TF U, 
但 不 含 于 Dasc < 8， 由 8 的 作法 , yj 不 是 弧 立 点 , 因 Y 是 Fréchet 
空间 , 故 存在 点 列 {yii EN}CY 一 {yo) ,使 imyi = yo £ + 
G) K = gy) NC (U ep 


Ë e EB, K °= 2S， 为 了 说 明 的 紧 性 ,将 它 否定 之 , 则 分 散 
的 可 数 无 限 点 列 {a}cK 存在 。 取 xX 的 分 散 的 开 集 列 {对 于 
各 六 使 

G) s€ W, AWN{y o y] = 2 
成 立 . B sec (U r'oo)#csw,n (U ron) = 2,81 
M ; 

G) sewn (U z"Gp). 
WË aG) fE s; Eg7Xywn)， 则 由 (和,(5) ;有 oi) > ;, 才能 迁 
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j j N, Ë 

(6) à <; <, nG) < nG) < ++, 
点 列 Z 一 {zij:j &€ 和 N} 是 分 散 的 , 故 g《Z) 是 闭 的 ， 然 而 由 (6) g(Z》 
是 点 列 和 yj 的 子 列 , 故 具有 接触 点 o 产生 矛盾 ， 如 此 知 玉 是 非 空 
的 紧 集 。 

出 (3) 和 gy)CUss 有 下 CUs。 故 对 于 某 + < 8， 有 

G) KCV,, 
令 

G) M= U GD, LL~H—M. 


YE T,ÉS BR ya …] 是 闭 的 。 从 而 8 KK3yo)UM 也 是 闭 
的 ， 故 

《9) LCg1G0O,K = L, 

今 对 于 +, 假定 有 

《10) z(y) — UU 2, ie N. 
于 是 由 (7),(8),《9),M 一 U, EI. W g(M—U,)= [yi € NY 
是 闲 的 。 Jh3F)8 68 # (0) 不 成 立 , WT 3E me N, 必须 有 
g ym)CU 故 yng(Xo 一 Ui), 而 gCXo — U,) ° Y 2#E3F 
盾 . 结果 知 g(X, 一 Us) = Y 是 正确 的 . 

当 8 为 非 极限 序数 时 , 若 g1X。 一 Ue 不 是 既 约 的 , 则 任意 取 
Xo 的 开 集 Us 合 gCXo 一 Us) = Y B (X, — Ua-O YU 2 2. ik 
个 操作 必 能 终了 , 故 有 X, B9JE$8 U iË zX. — U) — Y B g|X, — 
U 是 既 约 的 . 

55.13 定理 (Slaughter) 度量 空间 的 闭 连 续 象 ( 也 称 之 为 
Lainev .空间 ) 是 M, 空间 . 

证 明 设 X 为 度量 空间 , f:X — Y 为 到 上 的 闭 连 续 映 射 ， 因 
f 是 继 济 的 商 鼎 射 , 故 由 定理 48.8, 了 是 Frechet 空间 ，Y 当然 满 
足 T,, 故 由 前 定理 , 设 /为 既 约 的 并 不 失 一 般 狂 .车 下 为 Y 的 闭 
集 , 则 由 定理 55.4,f 《KF) 具有 保 闭 的 邻 域 基 委 ， 若 令 

%@% = (Y —X — B):B € Z) 
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则 ”是 F 的 邻 域 基 ， 因 是 既 约 的 , 故 应 用 强 理 55.10, 知 六 是 
保 闭 和 的， 显然 Y 是 族 正规 0 空间 ， 故 满足 定理 55.8 的 条 件 , 所 以 
Y É M, 空间 . 
55.14 例 存在 不 是 Lainev 空间 的 M, 空间 . 
设 XX 为 上 半 平 画 {C(x,y):y 22 0,90 为 有 理 数 集 ， 对 于 7 之 0 
的 点 (x,y), 对 于 任意 的 0 之 rf < y < s. rs: € 0, 
U,.(z,y) = lG. y): < y' < b, 
设 和 ,为 此 形 的 集合 全 体 , 即 
Bis (U, (z.y):r€ R, r <y < s), 
对 于 点 (x,0),; 取 1 < z< +:,r20,6r t€ 0, 
V, (z,0) = {rr < z' < s,z' rd Ey UV {0}, 
W, 为 此 形 的 集合 全 体 ， 令 
= - (u @,.)u( 
以 Z 为 子 基 在 和 导 人 拓扑 ， 


G) x Mi 空间 
MM xX 显然 是 正则 空间 ， 各 Bl 各 vs 都 是 保 闭 的 。 


U %..) 


ru 


na 
(2) XE Lainev 空间 

证 明 ”首先 知道 X 不 是 度量 空间 ， 因 为 X 的 任意 基 在 原点 不 

能 具有 o 局 部 有 限 狂 , 若 由 定理 51.6, 则 满足 第 一 可 数 狂 的 Lasnev 

空间 是 可 距离 化 的 . XX 满足 第 一 可 数 性 ， 故 不 能 是 Lašnev 空 

间 . 


给 予 另 外 的 例子 ， 设 为 度量 空 间 ， 4 为 区 的 闭 集 而 Bry4 
不 是 紧 的 , 设 X4 为 由 xX 把 4 收缩 为 一 点 4 得 到 的 商 空间 ，X4 是 
的 小 连续 象 , 故 由 定理 55.13 是 M 空间 。 又 因 在 “ 第 一 可 数 性 
不 成 立 ， 故 非 度量 空间 令 Y 为 非 离 散 的 任意 雇 量 空间 。 此 时 
X, X Y 做 为 M， 空间 的 积 是 M, 空间 (54.5)， 由 下 述 定理 知 , 它 
不 是 Latney 空间 . 

5545 定理 (Hyma) 设 X,Y 都 不 是 离散 空间 若 XXXY 
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是 Lainev 空间 , 则 可 虐 离 化 。 

证 明 设 Z 为 度量 空间 ， f:2 -> X x Y 为 到 上 的 闭 连 绕 聊 
射 ， 落 能 证 明 X 满足 第 一 可 数 性 , 刚 对 于 了 也 有 同样 结论 ,其 结果 
X X Y 作为 满足 第 一 可 数 竹 Lanev 空间 是 可 下 离 化 的 - 

因 Y 拓 扑 同 不 于 X X y 的 子 空间 , 故 为 Lainev 空间 ,从 而 是 
Frichet 空间 ， 因 Y 是 非 离散 的 , 收 丰 在 一 点 y& Y 和 收敛 于 它 的 
点 列 (y s y. fE ze X. <+ 

A= X DD, B = (e, 9). 
FG, y) 09688 U, 定 义 如 下 - 
1 1 
vi ~ U|s(: 1 aG, )):z e ry}. 


设 x:X X 了 一 总 为 射影 ， 令 
V, = x<K(X x Y — (Z — Up). 

因 了 是 闭 的 ,= 是 开 的 , 故 V, E = 633r5638. “¿AEBHIV Y25 x 09 
邻 域 基 ， 设 丈 为 xz 的 任意 开 邻 域 。 若 令 

U'— fr 20), 

n 1 ， 

UU {s(s:t alasz — y: z€ 3), 
则 UU" 是 8 的 开 邻 域 .V' 一 XXY 一 人 Z — U”) 是 (x,y) 的 开 
邻 域 ,而 HEm(z,y;) = 《x,y), 故 (x,yo) 《VV 的 # 存 在 对 此 # 由 
下 述 情 况 可 知 V. 

任 取 z€ U,。 由 U, 的 作法 对 于 茶 个 z, € f (z, yo), 有 (zs 


z) < Tee, 4). lz, e U”, 故 有 茶 个 4E BCA, Ë s, € S(z: 
二 oz — U), Ba, s) < + a(a,2 — U). i& a(,4)< 
二 dlasZ U). TE 


d(a, z) < d(a, z.) + 2(z,z) 
< WAC — U) + rS. —_ U) 
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— 3 Ka,Z ~ UD). 
4 


故 se U'。 于 是 U,CU ,由 此 和 V, 的 定义 有 V,CwW. DJ 

55.6 定理 《Heah) 层 型 空间 X 是 0 空间. 

证 明 将 X 的 点 良 序 化 , 设 X 一 {x。:a < 0). 考 虚 满足 定理 
54.8 Z (3) 的 条 件 的 开 集 族 

{g(x a):r € X, n€ N). . 

关于 各 x,n. B g(z.,n)Əg(z, n + 1) 成 立 并 不 失 一 般 性 . 对 于 
各 a<<8,i,n€EN, 令 

Q) D(e,;, n) = X —[(U(gG5, :rE ge DUCY 
{eCxe) D:8 < a). 
显然 D(a: i, n)Cg(z., i), 令 

GQ) @CG. a) = [(D(a, i, #):e < 0Y. 
任 取 xEX, 设 a = min(8: z € g(z8, iD], Wi) z 的 开 令 域 g(xos iy n 
g(z, n) 和 D(a, ;, n) 以 外 的 ZG, n) 的 元 不 相交 ， 故 多 (i, a) 
是 分 散 的 闲 集 族 ， 令 

G) B(a,í,n, m) = (z€ D(e, i, n): z, € g(z, m)l 

{4) @GG,.n,m)= [B(e,;, n, m):e < 0Y, 

G) B= U(ZG, n, m): n, m € N). 
B 2G,n) 是 分 散 的 , 故 S6G, n, m) Ey Bk 89, Vm 2938: c 分数 
的 . - 

为 了 证 明 22 是 X 的 网 络 , 任 取 *+ € X 和 它 的 任意 开 邻 域 U. 
# 

(62 s — min{p:x € g(z8, i), t€ N, 
则 如 下 可 知 有 

(7) mxa = x. 
由 54.8 《3) 之 条 件 , 有 

xX—U= 站 cuUtsgG #):y EX ~ UD. 


"1 
故 有 某 个 k, 2 k,WJ 
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z&C|(U(z(y,i):y6€ X — UP). 

BPO5IG.IN z € g(z.s 门 , i EN, 故 有 i 22 k => x, 品 知 (7) 是 正确 
BJ. XF m, U 站 g(x, m) 是 x 的 开 邻 域 , 故 由 (7) 对 于 某 :m)， 

(8) ji(m) = zo €E UN gC, m. 
又 由 54.8 (3) 之 条 件 ， 关于 各 i 有 (站 ,使 

(9) s2>4G),y6 X — gr i) > z& g(y, n). 
HGO)(6),(0)# 

(10) sn24G)= z€ Dla, i, n), 

B(8),G6),G)8 

(11) i (m), s 2 kG) = z€ Bors í, n, m). - 

了 由 此 (11) 式 ,对 于 ; 2 í(m) B. n 22 kG) B938 ¿, n, m 车 能 说 
BB Blg, i, n, m)CU 即 可 .假设 不 成 立 ， 则 对 于 所 有 的 m 之 1， 
i2i(m),aa > kG), B(a,, i, n, m) — U s @_ 今 固定 wv 考虑 
之 ,对 于 i 2 i(m),"x 2 kG),38 

zi n, m) € B(ei; i, n, m) — U. 

于 是 由 (3) 有 z, € 8《z(i,#,m), wm)， 由 这 个 事实 与 (7), 有 

(12) +*€Cl(z,:š 22 i(m)) 

CCICU(g(zG, n, m), m):i 22 i(m), n 2 ÀG21) 
CO U(zg(z, m); € X — U]), 

因 (12) 对 于 所 有 的 2 成 立 , 故 有 


z€ CUtgCss m):z 6 X — U) = x — U, 


发 生 矛盾 . 
55.1? - 例 存在 Linddif 5 空间 而 非 层 型 空间 。 
设 X 为 上 半 平 面 上 如 下 规定 的 点 集 . 
G) (x, 0); > 为 无 理 数 ， 
G) G,y),y>0,z,y 蕴 为 有 理 数 ， 
对 于 (让 形 的 点 a = (z, 0), 令 
V(a,n) = (aY U (Ge, y YE Ry < |z — z'| < Un 
I (V(a,n);n € N) 29 a 8J$53828. (让 形 的 点 的 邻 域 基 按 通常 的 
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Euciid 拓扑 取 之 . 

(1) X 是 Lindelif 5 空间. 

证 明 G) 形 点 “的 领域 (ap) 的 边界 给 由 二 点 (x 土 1/5， 
0), (a = (z, 0)) 组 成 , 故 X 为 正则 的 。 设 (iD 形 点 集 为 X, , Gi) 形 
BUR20 X, X = X,UX;. IÑ X,, ,都 是 X 的 可 分 度量 子 空间 , 故 
分 别 具 有 可 数 网 络 , 从 而 也 具有 可 数列 络 ， 故 X 为 Lindelaf c 
空间 ， 

《2) X 不 是 层 型 空间 . 

证 明 ”假定 X 具 有 对 基 P 一 UP;, 其 中 各 P, 为 胶 热 族 , 我 们 
将 导致 对 盾 。 对 于 各 澡 ,EN, 设 Xm 为 ,的 所 有 如 下 的 点 2 区 
集合 . 

Gü) 关于 某 P = (P,P)EPi, 有 

V(a,m)CP,CP,C V(a, 1). 


因 P 了 是 对 基 , 故 X, = UJ Xwk， 若 将 所 有 有 理 点 (r， 0) 添 加 
i 


m= 


于 X F, 则 构成 实数 直线 R, 故 根据 Baire 的 范畴 定理 7.11, 3 
Xm 是 R 的 第 二 类 集合 。 关于 Euclid 拓扑 选 Xw 在 尺 中 的 洁 包 
的 内 点 (r, 0), r 为 有 理 数 ， 于 是 下 式 之 一 成 立 ， 

G) 《rs 0) ECla{(x, 0) € X. z > rl, 

G) (r,0)€ Cla(x,0)€ Rar:x < rl. 

今 没 Ci?) 成 立 , 令 P, 33PF3t4 (z0)E X, r < r < r + 
1/m ,使 (说 ) 成 立 的 所 有 的 了 组 成 的 P, 的 子 族 ,车 考虑 点 5 一 (7 + 
1/m,1/m),M] ¿€ CIC U(P,:P € P})、 男 方面 ,《 省 ) 中 由 PCV(a， 
1 有 5 UP:PE PL}， 这 和 Pi 是 胶 垫 族 的 事实 根 迎 捕 .由 (O) 
也 同样 发 生 矛 盾 . D 


§56， Morita 空 间 


56.1 定义 考虑 集合 0 与 空间 xX，X 的 集 族 
G) {Gla om)im, ,a € Q,i€ N) 
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《关于 0) 是 单调 增 六 的 是 指 对 于 各 各 a，…， aaa € Q 
G(a,: oa) CG a) 
成 立 而 言 ， 将 (1) 形 集 炭 简写 做 IGC ): 02}， 其 它 集 族 {FC ):Q) 
是 {CC ):9} 的 同调 加 细 是 指 前 者 是 后 者 的 一 一 加 细 且 满足 下 述 
条 件 而 言 
@) UJ G6(a: a) = X > U Fla'*'%) = X. 


i=1 


对 于 任意 2 和 任意 单调 增 大 开 集 族 {G( ):0}, 存在 其 网 
调 加 细 闭 集 族 (FC ): 0 时 , 称 X 为 了 空间 或 Morita 空间 . 

562 命题“ 设 给 与 正规 空间 X 的 单调 增 大 开 集 族 {G():9}， 
则 下 述 三 个 条 件 是 等 价 的 . 

G) 存在 将 {G( ):2} 同 调 加 细 的 闭 集 族 ， 

Q) 存在 将 {G( ):9] 同 调 加 细 的 F, 38. 

G) 存在 将 1G( ):0} 同调 加 细 的 补 零 集 族 . 

证 明 (1) 一 >(3) 取 {G( ):9} 的 同调 加 细 闭 集 族 {FC ): 
gj， 对 于 各 aos ae 0, 着 取 满足 

Lo oa) CH 0) TC Gm oe) 

JAMES HC ), 则 (EC ):91 是 {C( ):2} 的 同 谓 加 细 . 

(3) 一 > (2) 是 明显 的 . 

(一 (1) 取 46( ):9] 的 同调 加 细 的 F, 集 族 {CC ); o). 
#x 


Chere) = [Ü Cla 和 :各 CC taa k 58, 
w 


若 令 
Fm) = U(C(ar aki S u k < iy, 
则 F( ) 是 闭 的 且 {FC ):O) 为 {G( ):2} 的 同调 加 细 . Li 
563 ”推论 完全 正规 空间 是 Morita 空间 、 
564 推论 正规 Morita 空间 是 可 数 仿 紧 的 . 
证 明 ”考虑 X 的 开 集 列 [U Y. 8 DCZPC…UD 一 X 者 。 
由 于 看 做 U, 一 V00) :52 一 《00)，…， 故 L5ij 可 以 看 做 当 2 仅 由 
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一 个 元 0 组 成 时 的 单调 增 大 开 集 族 {U( ):Q 一 {0}}。 故 有 了 团 集 
Fi 存在 使 F,CU;, U F, = X. WkHy8š 16.11,X 是 可 数 仿 紧 的 ， 

56.5 命题 设 f:XX 一 了 为 到 上 的 闭 连续 映射 ， 

{DD . 敌 X 为 Morim 空间 , 则 Y 也 是 Morita 空间 . 

G) 当 Y 为 Morita 空间 ， 而 了 为 拟 完全 (42.14) 时 ，XX 是 
Morita 空间 . 

证 明 《1) 是 明显 的 , 今 证 明 (2). 取 x 的 单调 增 大 开 集 族 
{GC ):9}， 和 车 令 

H(m' ai) ~ Y — HX— Geo)), 

则 {HC ):9} 为 了 的 单调 增 大 开 集 族 。 先 证 明 下 式 ， 

G) X= Ü G(a, um) > Y — Ú H(m: ` ai), 


s: Fel 


取 任 意 点 yE 了，{G(m*…"0) :i € N) 为 可 数 紧 集 六 (的 可 
数 开 覆盖 ， 故 对 于 茶 个 ,有 站 Cy}CGCm…01)。 这 意 昧 着 y € 
于 (am …ax);, 故 (3) 是 正确 的 、 因 了 是 Morita 空间 , 故 {HC ):9} 
的 同调 加 细 的 闭 集 汉 {F( ):9] 存在 。 车 令 

Klm 6) — F (F(m: az))， 

则 由 《3), (K( ):9} 是 {G( ):Qy 的 同调 加 细 闭 集 族 . 口 

566 推论 可 数 紧 空 间 是 Morita 空间 。 

56.7 推论 粹 空 间 是 Morita 空间 . 

证 明 由 定理 各 .15, 计 空间 是 度量 空间 的 准 完 全 映 射 下 的 原 
象 , 而 由 推论 56.3 ,度量 空间 是 Morita 空间 . 

568 ”推论 若 不 为 Morita 空间 ,Y 为 紧 空间 , 财 X X Y 为 
Morita 空间 . 

证 明 车 x:X XY~>X 为 射影 , 则 二 Y 的 紧 竹 容易 知道 ,= 
是 闭 的 ,从 而 w 是 完全 的 ， 故 X x Y 是 Morita 空间 , 口 

569 51 设 2 为 可 数 仿 紧 正规 空间 X 的 “局 部 有 限 开 
覆盖 ， 这 时 存在 X 的 局 部 有 限 开 覆盖 ,使 多 < 人。 

证 内 ”表示 为 ¿= U2i, 各 Ui 为 局 部 有 限 的 ， 取 (2?: 
i&} 的 加 细 的 局 部 有 限 开 覆 盖 {W;} ,使 所 /CB i € N. Ë$ 
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WY — U12Z1W i € NY, MÜ 2 E 2Z 的 加 细 的 局 部 有 限 开 恬 
3. EX AAESIBS, 故 % 可 收缩， 存在 局 部 有 限 开 窗 盖 Y ,使 
% <%. 
5610 引 理 设 12| 22. 在 8 导 人 离散 拓扑 , 考虑 积 空间 
Q. 空间 X 若 对 于 任意 SC Qe, X X 5 是 正规 的 , 则 对 于 任意 
5CQ", X x 5 是 可 数 仿 紧 的 . 
证 明 和 任 取 $， 由 8 取出 2 元 设 为 D， 因 可 以 看 做 o° = 
经 X 0r, 故 5X D“ 可 看 做 的 子 空间 ， 故 XX (S x D”) E. 
规 的 . 由 推论 25.3 存在 到 上 的 连续 映射 1:D* 一 1。 考虑 
g lxxs XX X S) x De(=X X ($ X D°)) — 
(Kx s) x I, 
W] z ka 562 k Bl si. Wk Xx Sx I kp IE 3l2s lx x 
5 x D“ 的 完全 象 是 正规 的 。 故 根据 Dowker 定理 16.12,X Xx S 是 
可 数 仿 紧 的 . . 
5611 引 理 设 121 22. 空间 xX 车 具有 性 质 ， 对 二 任意 于 
空间 SC9",X x S 是 正规 的 , 则 X 的 单调 增 大 开 集 族 {6 ( ):o) 
具有 由 闭 集 族 组 成 的 同调 加 细 {FC ):2}。 
证 明 首先 若 令 
CD s=-Í[eo ese os; U cm = x), 
MDSC OQ" 对 于 mm,……, e € Q, 384 
GQ) oo) = {Bs Bs 6 92:08 =a, ñ=) 
则 V( )E O° 的 立方 全域 , 且 {F( ):9} 是 2 的 基 . 特别 地 , 若 
辐 定 i 则 {7Ka aa):o 6 是 分 散 的 。 
因 {V( 2:92) E O° 的 基 , 故 
(3) 1G(e pe) X (PFCoa :ra) fs) a, ,0 € Q,; € N) 
是 X x SÉ3 o 分散 的 开 履 盖 . 由 引 理 56.10, X x 8 是 可 数 仿 紧 
的 . 改 由 引 理 56.9, 存 在 X x 5 的 局 部 有 限 开 覆盖 se — (L( D: 
D), 使 多 将 覆盖 GB3) 一 一 细 分 ， 即 对 于 各 i 各 oa，*…* ,0% € Q, F 
式 成 立 . 


|. 367. 


(4) CIL(w: ea) CCG) X (V(a: a) Ns), 对 于 
&i &i2i, £ a, it. € Q, 使 满足 下 述 不 等 式 的 最 大 开 集 
M(ai ei) 与 之 对 应 . 

(5) M(e:- eji) X (V(a: onSCLCa a), 对 于 
各 js 各 mm，*…*， a;& ,由 下 式 定义 开 集 。 

(0 Mme) U Mi), 

=. 

H(4),G), IN CIM(a mw:DCG(o po) 一 1 > j fk H 
不 等 式 G(o pu)CG(a "toy i = 1, -*, p # CIM(a- a: 
#)CG(a- o). i= 1, yj 故 由 (6 有 

(7) CMa mo)CG(Cor ai), 

为 了 证 明 [CIM( ):9} 是 {G( ):Qy 的 同调 加 细 , 设 

Ú Ge es) = X. 
Bz 一 Caw， …) &3, BEBE z & XxX 时 ,有 (za) EX X SB 
(z,a)€ L(8,: po) 的 经 的 元 存在 ， 于 是 由 (4), (z,a)€ GBPt… 
8.) X《FC8 Bo) 人 3)。 从 而 有 € V(0,- 8)， 故 必须 有 有 一 
mos 8, = as TH (z, a)€ L(a eg), 因 {FKa a) Ns: 
i €N) J a #E S BBS 53828 IE k 之 ”使 
(x,a) € Mla akin) X (V(a, tar) (1S)CCL(a: **a,). 
故 由 (6) 有 z€ M(G: az). Bx 是 X 的 任意 点 , 故 【) Mla*…: 
i=1 

s) 一 X, 而 {MC ):9) 是 {GC ):9} 的 同调 加 细 ， 从 而 {FC >= 
CIM( ):9} 也 是 {G( ):9] 的 同调 加 细 . 

下 述 定理 与 Dowker 的 特征 化 定理 16.12 相 呼 应 . 

56.12 定理 《Morita 特征 化 定理 ) 对 于 了, 空间 X 下 述 性 质 
成 立 . 

《N) 对 于 任意 度量 空间 Y, X x Y 是 正规 的 充 要 条 件 是 X 
是 正规 Morita 空间 . 

《P) 对 于 任意 度量 空间 Y, X x Y 是 仿 紧 的 充 要 条 件 是 和 
是 仿 紧 Merita 空间 . 
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证 明 (N), (P) 的 必要 性 由 引 理 56.11 是 明显 的 充分 性 的 
证 明 对 于 (N), (P) 同时 进行 ， 设 人 为 X x Y 的 任意 开 政 盖 。 
若 能 证 明 2Z 是 正规 的 ; 则 X x Y 是 仿 紧 的 ， 又 当 QB 为 有 限时 ， 
若 能 证 明 它 是 正规 的 , 则 X x Y 是 正规 的 (15.7)。 令 

% = U,:A€ A). 
BY RJ 38 For, 一 【Vista € 9} ,使 neshyr < 11i. 令 
20 一 U9;， 当 a€ 0 一 90, 时, 若 令 Vis 一 多， 则 可 以 写作 i= 
{VieE Q). TE o, t, o € 0, 着 令 
Vm 0) = Vo fe Vi, 
则 {VC ):9} 是 单调 减少 的 , 风 有 

(1) Varo)IV mma), om sin € Q. 
当然 1F《 ):9} 是 Y 的 基 , 若 固定 i, 则 

Q) Ta ap: ,0 € 9) 
是 局 部 有 限 开 覆 盖 。 对 于 各 1e 4, 使 满足 下 述 不 等 式 的 最 大 开 集 
G(a 6:24) 与 之 对 应 . 

G) Gla og:h) X Va a) ED, 
由 (1) 的 单调 减少 性 ,车 令 

(£) Gla: hCG was 1), 16 A, 

G) G(ea-:-e) = UtG(a od) :NE 4}, 

见 由 (4)，{G( ):91 是 单调 增 大 的 开 集 族 . 因 X 是 Morita 空间 ， 
故 存在 {G( ):9) 的 同调 加 细 的 闭 集 族 {FC ): 9] ü aF $ 8 £ 
{A( ):9), 且 对 于 相对 应 的 特征 、 

(6) G( )5ƏF( )ƏH() 

成 立 。 若 令 

(ea) = [G(a 0h) :he AJ, 
则 由 (5),(6) BDE F(a -wm)， 故 存在 在 FCa…o) 中 的 补 堆 
集 C(a…or:1 (Q € A) 满足 下 述 条 件 . 

{7) CCa os)CG(a eh), 

(8) U(C(em---e;2):2 6 AY= Plott0), 

(9) {Cla…g:A):4€ 4 在 Fw) 中 局 部 有 限 . 
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省 令 
(10) 本 Go 一 C(a oD) NH 0), 
则 日 Ca…e;:2) 在 X 中 是 补 零 集 , 且 
(DD) Pam) ~ {Hm et) :1 EA} 
在 X 是 局 部 有 限 的 . 再 由 (3),(7),(10), 有 
(12), Bee X Vm oo) CU ¿6 A. 
Site X x Y 的 补 零 集 族 
013) {Hla oi:d) X Far oa) :ms py， w€ 0, ieN， 
¿e€ 4j}, 则 它 是 " 局 部 有 限 的 ,而 且 由 (12) 它 是 的 加 细 。 若 能 
证 明 (13) 覆 盖 X x Y, 则 由 定理 16.4 和 定理 16.6,《13) 是 正规 的 . 
任职 (x,y) EX x Y. 82 (0, 0. € Q= fE (V(8,.-.- 8). 
re N) E y 0968028. I UJ G(A.: 8) = X, 故 有 ap 


= 
B.) — X. #&XEF3E n, rp ` :8,). 由 (6),《8),C10), 有 
H(A: 8.) = UTECp …Br:4):1€ Ab. IK38 2387 a € 4, 有 zx 6 
H(8,: ps:U)。 对 于 此 ,4 有 
(z,y)€ H(8,-':8,:0) X Jp8 8 D 

对 于 仿 紧 Morita 空间 ,充分 性 的 证 明 , 若 用 正规 Morita 空间 和 
度量 空间 之 积 是 正夫 的 , 则 也 有 如 下 简单 的 别 证 ， 设 X 为 仿 紧 T, 
Morita 空间 , Y 为 度量 空间 , 若 任 取 紧 7, 空间 Z , 则 X x Z 由 17.19 
是 仿 紧 了 ;的 , 又 由 56.8 是 Morita 空间 。 故 (X x Z) x 了 是 正 
规 的 ， 因 (X x Z) x Y — (X x Y) X Z， 故 由 Tamano 定理 
245, X X 了 是 仿 紧 的 。 


857. ZF 空间 


57.1 定义 设 . 多 是 空间 X 的 现 盖 .对 于 各 (€ XX, 令 
CG, FF) ñiF:r6€ F€ S). 
Ze] x 89 2 WS 29808 s F3R 4 PER MEER Ia y) (2). 
X03259] 六 ,一 K, 汪 …， 对 于 某 x* EX， 若 满足 K 
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Cr Fi), i eN, BJ L K, = 2. 

对 此 网络 , 若 令 

Co = 0cG, F >), 

则 对 于 各 x*6 X,CGO P KORI. FFPUME,3 S C(x) 是 紧 的 时 ， 
17.) 称 为 强 2 网 络 。 具 有 网络 或 强 2 网 络 的 空间 分 别称 为 2 
空间 或 强 二 空间 。 若 提 到 2 空间 CX, {多 小 ) 即 { 多 小 是 X 的 2 
网 络 . 本 节 的 结果 属于 Nasami. 

57.2 引 理 设 (X,{ 多 和 ) 是 3 空间 .对 于 各 :有 员 部 有 限 
闲置 盖 2 , 设 如 < 名;， 此 时 {好 是 和 的 王 网 络 . 

573 引 理 设 (X, { 多 ,)) 为 2 空间。 此 时 存在 Xx 的 3 网 
络 (26 一 (H(e,: az):o 56 € 9) 满足 下 述 三 条 件 : 

(1) 各 多 ,是 有 限 可 乘 的 ,CC 多 < Z, 

Q) Hla) = U[H(a- euma ) € OE in:an € 9). 

G) 对 于 各 r€ 和， 在 在 (a,) € 9°, WET CG) 的 任意 开 46 
MU, 有 使 CGOJCE(a ae)CD。 其 中 Cr) 为 对 于 (2Z,) 

证 明 设 S 一 人 TK(o):ae 4 为 在 多 ;上 浴 加 它 的 元 的 
有 限 交 全 体 及 X. 令 U4, 一 8, 对 于 .a&€ 0 一 4;, 著 令 Ki(a)= 儿 ， 
则 写 做 

S, — {Ki(0):o, € 9), 
而 且 这 是 有 限 乘 法 的 局 部 有 限 闭 覆 盖 ， 藻 令 
Ho *a;) = K,(a,) (Y: Kiles), 
,= {Ha a) :es ,i € QY, 

虽 人 ,是 局 部 有 限 闭 覆盖 且 满足 (1)，(2)。 对 于 x € X Rë Sr, 
的 元 Ki(a,), 而 且 是 满足 x 天 io) 中 的 最 小 者 ， 对 于 此 (es) € 
名 ,满足 (3).{ 九 人 是 5 网 络 的 事实 是 引 理 57.2 的 结果 . 口 

洪 足 此 引 理 条 件 的 {好 1} 称 为 X 的 标准 网 络 . 

87.4 定理 正则 空间 XX 是 0 空间 的 充 要 条 件 是 X 对 于 各 
xEX 具 有 CCx) 一 {x} 的 网络, 

证 明 ”必要 性 ” 取 X 的 网 络 S 一 U, 其 中 各 s, 为 局 部 
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有 限 闲 集 族 ， 若 令 多 ,一 U (X), N L27125 5 W. BW a. 
Ct{#) = (z). 

充分 性 ”对 于 满足 CCx) 一 {x}Cx € X) É) X) X 55 157,Y, 
由 引 理 57.3 作 标 准 2 网 络 , 则 它 是 0 局 部 有 限 网 络 , 口 

575 定理 了 空间 是 Morita 空间 . 


， 
证 明 设 (X,{ 多 让 ) 为 2 空间 .着 必 要 ,将 各 # BU =, 
= 


置换 ， 故 假设 PB C S. 并 不 失 一 般 性 。 考虑 的 单 请 增 大 的 
开 集 族 {G( ):9). 若 令 

F(a a) = U{F EZ;: FC G(a: 0)}, 
则 Raw)CG(a…'aw) 而 F(ee--o;) 是 闭 的 。 为 了 证 明 


{R( ):9) 是 {6G( ):9) 的 同调 加 细 , 令 【JGla…ai) 一 xX. 车 
假定 存在 点 


xEX— Ü F(a -ai), 


i=1 


令 
K; = Cx, FB) — G(m: oi), 
MJ K; = @# R£ K.OK.Ə:::. # K, Z. Bj, ñK, 


x 一 Ú G€: e) = 乡 , 故 发 生 矛 盾 . 


57.6 引 理 i :X— Y 29056 Dk3i. 若 名 为 X 的 局 部 
RE, | G) 在 Y 是 局 部 有 限 的 . 

证 明 ER yey. 若 说 明 f7!(y) 至 多 和 多 的 有 限 个 元 要 
交 , 则 氏 斤 ) 是 点 有 限 且 保 闭 的 , 故 为 局 部 有 限 的 . 

设 Fi 为 和 f(y) 相交 的 2 的 无 限 个 元 ,i € N. 关于 各 i R 
点 各 E11y) 人 Fi。 点 列 {x,} 是 让 (y) 的 闭 集 , 故 为 有 限 集 ， 于 是 
{Fi} 在 {x} 的 某 点 上 不 是 点 有 限 的 . 

57.7 定理 设 J.X -— Y 为 到 上 的 拟 完 全 映射 。 这 时 X 是 
3 空间 的 充 右 条 件 是 Y 是 空间. 

证 明 必要 性 设 [ 久 ,} 为 X 的 标准 网络. 今 证 明 {X.Z 
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为 Y 的 网络. 取 yEY K L, CC(y, (S XL: L; DB Y BJ3E 
空间 集 列 {L;}， 任 取 x 20) , 若 候 定 在 某 i SP'(L 站 C(x) 一 
2, 则 对 菜 j, 有 站 (LD)NCCxs 久 17) = 名， 3k max(;, iY, W] 
F(L On CG: S ) = @. B C(z=,Sr,) € 8, fk L, C(y, 
K#&ro)CL,nKC(z, 多)) 一 @, AEA 8. 故 P'(LDD 
C(x) 关 @G EN)， 而 由 C(x) 的 可 数 紧 性 有 n (L) C (e) = 
@, Aun L = @. H31EE 576, & 1) 是 了 的 局 部 有 限 闭 
覆盖 ， 故 {7)} 是 了 的 2 网络. 

充分 性 设 {性 } 为 7 的 标准 5 网络 . 下面 证 羽 { 扩 (总 "1)} 
成 为 X 的 5 网 络 ， 取 x& X, @IK8RE. KiC CCx, 2K 
Kin) 的 XX 的 闭 集 列 {K,}。 假定 关于 某 个 i, KKDN CO) = 2. 
其 中 y= f(x). 取 i 使 KKDNCly, 26) — @. # k— ma<(, 
i,MDKKO0 CO .2F0=2@. 由 Cy DE 有 KiN Cx, 
fFC0F.)) = 名 ， 这 是 蔬 盾 , 帮 必 须 有 Ki 站 CCy) = @,: € N. 
由 Cy) 的 可 数 紧 性 ,NN1CKi) 去 名， 从 而 可 从此 交 中 取 点 z. 于 
RAKI F1GD 天 @ ,i ENN, 四 1 (2) 的 可 数 紧 性 ,有 站 Ki 站 :Cx》 
* @#.& P'C26;) 显然 是 X 的 局 部 有 限 闭 覆盖 , D 

578 推论 了 空间 和 紧 空 间 的 积 是 2 空间 . 

579 推论 MM 空间 是 空间. 

证 明 度量 空间 是 o 空间 故 为 空间 .MM 空间 是 度量 空间 的 
所 完全 映射 的 原 象 《42.15), 故 为 空间 ， 

57.10 定理 族 正规 强 Z 空 间 X 是 仿 紧 的 . 

证 明 首先 , 由 推论 564, xX 作为 正规 Morita 空间 是 可 数 仿 
紧 的 . 设 { 多 为 X 的 强 网 络 ,而 各 多 ,一 {Fin:o€ 4;} 是 有 限 
可 乘 和 的 . 取 X 的 任意 开 和 性 盖 BU 关于 各 x € X W 人 2 的 有 限 子 族 
2: 使 之 覆盖 Clr). 令 UGG) — 27, 

= (UGD: r € XY, 

Fi {FFELP < GH} (F.:a 6 B.Y. 
对 于 某 六 因 CG S CU) E. # , s IRT 3685 , @& U S; E: 
的 覆盖 . 因 X 是 族 正规 , 可 数 仿 紧 的 ， 而 多 ;是 它 的 局 部 有 限 
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闭 集 族 , 故 存在 X 的 局 部 有 限 开 集 族 {Vis:a € Bi} ,满足 F CV, 
s€ BD 对 于 各 F. € Si. 选 U0(xio) 《如 ,使 PiaCU(xio). 若 令 
Yi IV. U: € BiU € Rs}, 

则 由 2z7,,, 是 有 限 浇 ，FisCU(zxio) = U5 8 (Sr CI B. 
%, 在 X 是 局 部 有 限 的 ， 因 or < 2zZ, 故 U%, 是 和 的 5 局 部 有 
HOTE B 8: 2Z 的 加 细 . 故 和 是 仿 紧 的 . 
这 个 证 明基 本 上 包含 了 以 后 要 用 到 的 下 述 引 理 的 证 明 。 

57.11 引 理 设 (X, {FF ,}), 其 中 名 1 一 {Fin:o& AJ), 为 
正则 的 强 了 空间 ， 对 于 各 i, 车 存在 局 部 有 限 的 开 履 盖 Bi 一 {Ui。: 
ce A) ,满足 FiaCUio, = € A;, 则 是 仿 紧 的 . 

57.12 定理 3 已 GeN) 为 强 了 3 空间, 则 下 Xi 为 温 卫 空间 ， 
证 明 RIS € N)25 X. 83 X> M8. B i 
多 一 区 XXZX [xX 

则 这 是 TIX, 的 局 部 有 限 闭 覆盖 。 今 证 明 
{Fi EN, jEN) 
是 IIX; 的 强 了 网络 ， 取 IIX; 的 点 + 一 (7;)， 显 然 CGO = 
TIC(#i), 夏 C(x) 是 紧 的 . 设 
S€ = {KG tii es i EN, € N) 
是 具有 有 限 交 性 质 的 IX WSB. BAP a, s WAR 
KG i CC Fi)). 
假定 2 的 元 的 有 限 交 工 存 在 ,使 LN C(x) = 儿 , 则 由 CCx) 
的 紧 狂 存在 4# 和 开 赃 Gi 二 C《xi), i = 1，…，#, WE FK, 
LN (TI G, x JI x)= s. 
ii it 
选 p 一 1, 2 落 
G,DC(z, FEIC), i= 1, n 


T x)= z. 


221 


成 立 ,出 . 
Ln (JI ces Fi) x 


1) 可 参看 R. Engeliog, General topology, 55. 18, —E#šE 
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男方 面 ,办 
C(z, Ci) 一 H CG Zi) x 下 X, 


ina 
成 立 ; 故 

ZnCGr F (i-i) = @, 
#I8. # LD CG) 关 他 ,由 这 个 不 等 式 有 Q AK;K € Or) * 2 


5713 定理 34 X,G € N) 2538 T, Z # Rl, WJ TL X, 26 fb 
紧 TT 空间 . 

证 明 ”照样 使 用 前 定理 证 明 中 的 记号 . 在 仿 紧 了 , 空 阅 中 
网 络 自然 成 为 强 了 网络， 由 前 定理 , 仅 证 明 TIX, B0tb EBE Bi 可 。 
对 于 各 区, 设 其 一 一 加 细 是 多 的 Xi 的 局 部 有 限 开 覆 盖 Bj, 此 
时 


XX MIX ][ x, 


2 


bt 
是 林 X 的 局 部 有 限 开 履 盖 , 匡 被 
£ X x J x T x; 


i= 


—— By. 故 由 引 理 57.11, TI X, 是 仿 紧 的 . DJ 
57.14 定理” 仿 紧 T, Morira 空间 XX 和 仿 紧 T;, 了 空间 Y 的 
BMX x Y 是 仿 紧 的 . 
证 明 设 多 是 XX XY 的 任意 开 炸 盖 、 
{Fi = {Fa eo):m, r> G € 0}} 
为 了 的 标准 了 网 络 , 设 
;= {Hlar 0) :ms tto or EQ} 
为 了 的 局 部 有 限 开 履 盖 且 对 于 各 am， ……， a 《日 满足 
Fa ra) CH oa) 


设 
% (a: 6.) {UX Vi GAE A a)} 
为 满足 下 述 三 个 条 件 的 最 大 的 集 族 。 


(1) &U,É xE, 
G) 各 了 三 是 Y 的 补 零 集 且 
Fa wa) CVCH(a 0). 
(3》 各 Ja 是 开 集 Pi …，Fino 的 有 限 并 , 且 
Gi [Ú, X Vuti = 1, --*, n(2)) < @, 
若 令 
(4) % = U(% (ma) QE NY 
— (U, x. TE A= Utdo oj 
a.€ 9, i € N)), 
RJ % Jë X x Y ËD3FEE238. 着 能 证 明 ' 是 正规 的 , 则 存在 它 的 
一 一 若 细 的 己 部 有 限 开 覆盖 (W. e 4}。 这 时 ， 
U{g WA€ A) 
Ë X x 了 的 局 部 有 限 开 获 盖 旦 是 多 的 加 细 , 故 保证 了 X XY 的 
仿 紧 性 . 
今 证 明 % 是 正规 的 .车 令 
{5) U(a:-:6) = UD 6 A(a.: pa， 
则 {UC ):9} 是 X 的 单调 增 大 开 集 族 . 3S261381X Ë tb É T,, 
Morita 空间 , 则 存在 (U( ):9} 的 同调 加 细 的 补 零 集 族 {D( ):2)}， 
满足 下 述 三 个 条 件 . 
(6) Da oi) 一 UfiDfa :hd): dE Alm: a). 
@) {D(e pw:a4e AÇ: oa) 是 X 的 局 部 有 限 补 专集 族 ， 
(8) Doeo: DEU, L€ ACai aí). 
车 令 
Fg) = {Da od) X V,:1 € Ao 10)}, 
Gi= UGlm ea) oi € Q), 
# = UG, 
则 由 (2),(7) 知 各 2; É X x Y 的 局 部 有 限 补 等 集 族 . 放 玫 是 0 
局 部 有 限 补 零 集 族 . 由 (8), 因 @ < %, 故 车 能 证 明 尹 覆盖 XX 
Y, WJ % 是 正规 的 . 
为 了 证 明 ge 一 X x YY,. 任 取 点 《x，y) € X x Y. N 12) 
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是 了 的 标准 卫 网 络 , 故 存在 (oi) € 97, 对 于 使 Cy)CU 的 任意 开 
集 ; 有 ?使 CCODCF(w- as)CD。 对 此 (ai)， 因 

U Ua i) = X, 
n 5 

Ú Dag) = X, 


故 对 于 某 个 下 有 < € Dla……ax)， 故 由 C6) 对 于 基 z € ACan ao) 
有 


(9) xé€Dla ai) 
另 方面 ,由 (3),(8), 有 
《10》 y EV,. 
由 (9),(10), 有 
(Gz,y) ED(o rap) X V, € #. D 

57.15 @ 存在 既 非 空间 也 非 M 空 间 的 仿 紧 23 空间。 

设备 已 (EN) 为 [0,ol] 的 拷贝 ， 设 Y 为 等 同 各 X: 中 的 w 的 
集合 ,在 了 导 人 拓扑 使 自然 喘 射 J: UX 一 Y 成 为 商 映 射 . 在 此 
UX, X,G € N) BJ aihn. 取 例 55.17 中 沽 岩 的 Lindelaf z 空 
痊 但 非 展 型 空间 的 空间 XX, 设 Z 一 XX Y。 

G) ZzZ 不 是 0 空间. 

证 胃 着 Zz 为 o 空间 , 则 Y 了 也 必须 是 0 空间 ,于 是 在 了 中 oo 
是 Gs 集 ,从 而 在 元 中 ow 必须 是 Gs 集 ， 这 是 不 可 能 的 , Ul 

Q) 2Z 不 是 M 空 间 . 

证 明 着 避 为 村 空间 , 则 X 也 必须 是 M lal. x E c 空间 ， 
#& X XX 的 对 角 集 是 Gs, 由 定理 42.23, 及 是 可 距离 化 的 ， 从 而 
是 层 型 空间 ， 这 是 矛盾 的 . DJ 

G) 2 是 仿 紧 Ta,3 空间 . 

证 明 首先 了 显然 是 仿 紧 T. 的 若 令 Sr; = (Y,KX,)). MN 
{ 多 让 是 了 的 3 网 络 ， 改 了 是 了 空间 ， 区 也 当然 是 仿 紧 T,, £ 空 
间 ， 故 由 定 泽 57.13,Z PEI É T,, z 空间 . DJ 


.377， 


$58. 积 空间 的 拓扑 


58.1 定理 (Katttor) 若 X x Y 是 继承 的 正规 , 则 Y 的 商 有 
可 数 集 是 闭 的 或 XX 是 完全 正规 的 . 

证 明 设 B 一 {yi:i& NN} 为 Y 的 非 闭 可 数 集 , Ea y € B 一 
B. 设 4 为 X 的 闭 集 但 非 G, 8, 令 E= A4XB,F — (X — A)X 
{yo I ECA XY,FCXX (y, & En F = ENE ~ 2 故 
有 XX x Y JJ W i£ WƏE,W OF = @, #& 

Wi (z€ X:(z, y) E WY i € N, 
MJ, 是 含 4 的 开 集 . 因 4 非 Ge 集 , 故 有 点 za6 YW A, 因 (xor 
XS W. € N, fÉ (zo 20) € W. XIN (ao yo)6F: 故 和 刺 门 F = 
2 J. 

582 引 理 衬 间 是 完全 下 可 的 要 条 人 是 对 于 各 亲 亿 4 
存在 开 集 列 {Ui}, 使 NV, ~ nD, = A. 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ， 今 证 明 充分 性 ， 令 A, B 为 X 的 不 
相交 闭 集 ， 取 开 集 列 {01}, {Vi}, 使 4~ nu,— nb, B= n 
V; = ñ”, - 在 此 设 (U ), (v) 都 是 单调 减少 列 并 不 失 一 般 福 ， 
车 令 h 


U= U(U,— V), V — U(V, — Uy, 
MjU,V REOFSE, BW E ACU, BCV, U-(YV — @. . 故 X 是 各 闭 
集 是 G, 集 的 正规 空间 ， 即 完全 正规 空间 ， 口 
58.3 定理 若 X Xx Y 是 继承 的 可 数 仿 紧 的 ， 网 Y 的 任意 可 
数 且 离散 集 是 闭 的 或 X 是 完全 正规 的 。 
证 明 设 8 = [yi EN} 是 Y 的 非 闭 离散 集 , 令 C = B — B. 
设 4 为 的 任意 闭 集 , 令 


Z—XXY—AXC, Fi~ U4x{y). 


Fi; 为 Z 的 闭 集 , 而 FDFin 且 站 F; = @. 因 了 是 可 数 仿 紧 的 , 故 
Hi Ishikawa 定理 16.10 ,存在 Z. 的 开 集 列 DDD... NE Fk, 
378 


F.CD:, [) Clzp; = %@. 


车 令 
— {rE X:(x, y) ED.}, 

则 Ui 是 开 的 且 ACU,. 

想 定 存在 点 z€ QU, 一 A. I C = %, 故 可 取 yE 6。 这 时 
(za y) € Z. BU, x (y,]CCLD;, ¿€ N, 而 各 是 的 聚 点 , 政 
(zo ya) € 站 ClzD; 发 生 矛 慎 ， 于 是 4 一 几 5;, 由 引 理 582 XX 是 完 
全 正规 的 . 

584 推论 ”对 于 非 退 化 空间 X, 下 述 三 个 条 件 是 等 价 的 。 

(1) X“ 是 完全 正规 的 。 

《2) X° 是 继承 的 正规 的 。 

(3) X° 是 继承 的 可 数 仿 紧 的 ， 

证 明 〈I) 人 (2),(1) 人 (3) 是 显然 的 。 

G)>G) #D29282538, W D° 是 和 Cantor $E 
周 胚 的 , 故 在 D° 中 , 从 而 在 X“ r #F #E 8 32 s Bk 5: B 3FF3J05. IN 
X* as X° X X*, 政 由 定理 58.3; X "是 完全 正规 的 . 

(2)>(1) 在 上 述 论述 中 应 用 定理 58.1 即 可 。 

585 引 理 若 M, 7,; 空 间 X 不 是 离散 空间 ， 则 含有 非 闭 的 
离散 可 数 集 ， 

证 明 取 xzoEX 使 x。《 廊 一 [xoj, 到 天 的 正规 开 覆 化 列 1 27), 
li > Us 对 于 各 xEX 使 {Uilx)} 是 所 收敛 的 取 z € 
eon s za. x BDE V R s & V. — B. ESU z, 

…5xm 及 它们 的 开 邻 域 忆 ，，…， ,Vs 时 , 选 


zon Etfan) 一 Ú V,, zn 2° xo 


5 
到 sir 的 天 邻 域 Fu 使 满足 

{x A xa) NP 
于 是 (z € N) 为 离散 集 ， 因 (%Z,(x4)) 是 拟 收 化 的, 改 (x) 一 
Lx) = 多 ,而 {zx} 不 是 闭 的 。 
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586 ”定理 ”对 于 M.T, 空间 X， 下 述 四 个 条 件 是 等 价 的 ， 

《1) XxX 是 可 距离 化 的 . 

(2) Xx x 是 完全 正规 的 . 

(3) X x X x X 是 继承 的 正规 的 . 

(4) X x x x X 是 继承 的 可 数 仿 紧 的 . 

证 明 ”由 (1) 推出 其 它 是 明显 的 . (3)= (2) 由 58.1, 58.5 可 
知 ,(4 和 过 (2) 由 58.3,58.5 可 知 。 

C2) 过 (1) 设 X 为 使 XX x 多 为 完全 正规 的 M , 7, 空间、 对 
F X x 多 的 对 和 角 集 人, 取 开 集 列 {W2} 使 人 A 一 YW — nW.. + 

Yi= (V:V #EX3F, V x VCW;},iEN. 

WQ) X 893 SUT ESST] ,而 {li(2)} 对 于 各 z € x k ak 
的 . 置 


w, 一 Á (gz, Z), í € N, 


j=1 
我 们 证 明 {i} 是 xX 的 展开 列 , 在 某 点 a€ XX, 若 {%Y,《o)} 不 是 的 
邻 域 基 , 史 对 于 = 的 某 开 邻 域 力 , 有 
Hie)— WB i€ N. 
AE x; € % (a) — W 的 点 , 则 
G) Ña, l, 


t 


故 从 此 式 的 左边 任 取 点 8。 因 。 = 8， 改 存在 n, 使 (a, Dx W,. 
Rua, 093 BR U, V, Ë (U x V) F, — ó. 若 W' 为 合 * 的 
史 ,的 任意 元 ， 则 W'x W'CW,, ëk W'ny 一 ó. 这 意味 着 
5 sa) 有 一世 . 另 方面 , 由 (5) SFF3E m 2 n, 有 z, € V. 改 
zmE VY nka)CVN (a) 而 得 到 矛盾 ”于 是 对 于 各 xe x, 
{i(x)} 是 x 的 邻 域 基 , 而 X 是 可 展 空间 

由 推论 22.9, 若 可 展 空间 是 可 数 紧 的 则 是 紧 的 。 故 度量 空间 
的 拟 完全 原 象 的 Xx 必须 是 度量 空间 的 完全 原 象 。 故 X 是 仿 紧 的 . 
故 由 定理 18.7, 关 是 可 距离 化 的 . 

58.7 定理 (A. H. Stone) 设 Q 是 不 可 数 集 , 对 于 各 a € o, 
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HK +P T < 


HK +P T < 


HK +P T < 


HK +P T < 


VUU(8),BIJ U, W 是 X” 的 不 相交 开 集 且 满 足 FCU,HCwW. 总 

G) X“ 是 正规 的 . 

证 明 由 引 理 58.11, Xe 是 可 数 仿 紧 的 ， 对 于 各 #,X? H (1) 
是 正规 的 ， 故 由 定理 58.10,X* 是 正规 的 . 口 

58.13 ”问题 (Przymusinski) (1) 部 可 分 ， 仿 紧 ,， 满足 第 一 
可 数 竹 , X2 是 正规 的 但 非 仿 紧 的 空间 之 存在 ， 在 集合 论 公理 范围 
内 能 证 明码 ? 

G) 存在 羡 是 仿 紧 的 ， 满 足 第 一 可 数 福 ，X? 是 正规 的 而 非 
族 正规 的 空间 , 与 存在 正规 的 不 可 距离 化 的 Moore 空间 (问题 
18.3) 是 等 价 的 吗 ?? 


习 题 


10.A4 ”具有 可 数 网络 的 正则 空间 是 仿 紧 的 且 完 全 正规 的 。 同时 也 是 炙 
承 可 分 的 

10.8 可 数 个 Ye 空间 的 直 积 是 w. 空间 。 

提示 “确定 紧 覆 盖 连 续 映 射 是 乘法 的 ， 然 后 应 用 定理 32.10 的 判定 条 
#. 

10.C 3, 2zBJEJBT2Zz RE w. 空间 . 

-提示 H So 空间 X,Y, 设 F 为 xX 的 闭 集 ， 设 1 为 到 Y 的 连续 映射 。 
设 Z 为 Xx, 了 的 拓扑 和 ,而 8:2X UY 为 射影 。 设 :XUsY 一 XUsY/Y 为 商 
脆 射 ， 考 虑 一 如 :2 一 XUfY/Y, 则 上 是 闭 的 ,z 是 仿 紧 的 , 故 由 定理 51.3， 

f 是 紧 履 盖 。 若 用 此 事实 确定 8 是 紧 履 盖 , 则 可 应 用 命题 52.4。 

10.D 对 于 空间 X, 下 述 二 条 件 是 等 价 的 。 

(1) 是 度量 空间 的 紧 必 盖 连 续 象 。 

(2) x 的 任意 紧 集 是 可 工 离 化 的 . 

10.E 7:* 可 展 空间 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 开 连续 象 

提示 ”车 能 阐明 任意 的 紧 子 集 具有 可 数 外 延 基 ， 则 可 应 用 定理 53.3, 

10.F Michael 直线 (13.6) X 是 强 可 数 型 的 。 

1) Przymusinski 在 Fund、 Afoth.,78 (1973), 291—296 中 证 明 : “存在 可 分 、 仿 

紧 \ 第 一 可 数 空间 X, 使 得 X' 是 完全 正规 的 ,但 非 几 正夫 的.” 与 < 存在 可 分 正规 
不 可 谈 量 化 的 Moore 空间 ?等 价 ， 故 为 M4 + 1CH 的 推 沦 ， 一 一 校 者 注 
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提示” 设 天 为 x 的 紧 集 。 设 SCX 是 满足 引 理 13.5 的 条 件 的 集合 ,大 一 

3 是 闭 的 故 是 紧 的 ,从 而 是 可 数 的 。 
fs (K — S)UK:i€ N) 

是 kK 的 分 域 基 ， 若 令 K.=K 一 Sin(K — S), WK, E WJ H S TS, 故 
IK, <%. 因 K=(K 一 5)U(UK), 故 K 本身 是 可 数 的 。 

10.G (Okuyama) 设 /;X—Y 为 商丘 射 ，X 是 其 导 集 为 紧 的 可 数 型 T, 
空间 ,Y 为 T, 空间 ， 这 时 ROS, 

10.H 设 空间 X 的 各 开 集 岂 对 应 * 的 闭 集 列 (U, ,满足 下 述 二 条 件 。 

G) u=uu, 

(2) #ucv,vz 为 开 的 ; 则 UiCVisE N. 

此 时 此 对 应 称 为 兰 晨 对 应 *X 称 为 半 时 型 空间 .证 朋 9 空间 是 半 层 型 的 - 

10.1 车 大 3 为 到 上 的 拟 完 全 映射 ， Y 为 可 数 仿 紧 空 间 ,出 多 是 可 数 
仿 紧 的 。 

提示 FOX 03882 (GG, C G.C... 82 H,=Y — (X 一 61)，、 则 
由 了 的 拟 完全 人 狂 有 UR 一 Y。 在 此 应 用 Bhikawa 定理 16.10, 

10.J 《Ishii) 对 于 全 II1.10 的 Tychonoff 板 ZzZ—lo, e] x10, ww] 一 
(ww, w,), 下 述 性 质 成 立 。 

(1) ZzZ 不 是 可 数 仿 紧 的 。 

(2) ZA Morita 空间 。 

G) Z 不 是 空间 而 是 空间 

提示 《1) 一 般 地 用 可 数 仿 紧 且 擅 紧 完全 正则 空间 是 可 数 紧 的 事实 , 

《2) 用 [0,%,) 的 可 烙 紧 性 

10.K 正则 ，Lindeli 空间 全 体 的 族 是 可 数 可 菏 的 . 

10.L ”对 于 空间 X 的 闭 覆 盖 {F;}, 若 各 Fi 是 空间 , 则 X 是 3 空间。 

10.M ”对 于 空间 X* 的 局 部 有 限 闭 覆盖 {5。}, 2 F, 是 三 空间 ， 则 X 是 
三 空间 , 

提示 “做 为 定理 7.7 的 推论 推出 是 简单 的 。 

10.N 设备 2 T, 空间 X 的 子 空间 。 落 各 X; 是 强 z 空 间 , 则 nx, 是 
38 x gs 8), 

10.O fp T,, 2 空间 X 是 0 空间 的 充 要 条 件 是 XxX 的 对 角 售 是 C, 
集 . 

10.P (Michal) 38453 T,,z 空间 具有 点 可 数 基 , 则 可 距离 化 。 

提示 ”应 用 各 C(*) 具有 可 数 外 延 基 的 守 实 。 
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10.Q (Michael) 正则 , 强 了 空间 X 的 各 点 是 闭 Gs 集 且 合 于 Lindelat 88 
Bl, 

ER 设 {Fi 二 {Fiotak 4) X385m. 取 *€X, 设 2 =(Fu:e€ 
B) 为 8 的 元 且 不 含 * 的 全 体 。 选 + 的 开 邻 域 列 (i), 使 对 于 各 :满足 
Pica P n2e?= 2. nr, 即 为 所 求 ， 

10.R 《Borges-Masuda-Zenor)》 对 于 空间 X 的 不 相交 闭 集 4yB, 定 义 开 集 
GC4， B), 设 满足 下 述 二 条 件 

(i) ACG(A, B)CCIG(4, B)CX 一 B, 

Gi) 4C 4, BC B=>G(A, B)CG(Z, B'), 

此 时 6 称 为 单调 正规 对 未 ,x 称 为 音调 正规 空 问 . 

对 于 X 的 隔离 的 集合 4,8, 定 义 开 案 万 (4,5), 没 满足 下 述 二 条 件 。 

G) ACH(A,B)CCIH(4, B)C X — B, 

GD 4C 4, B'CB—>H(A, B)CH(/, 5). 

此 时 刀 称 为 音调 继承 的 正规 对 应 

对 于 x, 下 述 条 件 是 等 价 

0) x 是 单调 正规 空间 ， 

(2) 习 集 4, 开 集 咏 满足 4CD 对 于 各 对 (4;0) 可 使 之 对 应 开 集 U, D 
+> 满足 下 述 条 年. 

G) ACB, UCV —U, = Va, 

Gi) NG - are, 

G) 点 <， 开 集 0， 满足 <E 4。 对 于 各 对 (*;D)， 可 使 之 对 应 开 集 ty 
浦 足下 述 条 件 。 


u, 26 —=*€ v 或 y€ U, 
(<) X 是 单调 继承 的 正规 空间 。 
提示 〈1) 一 > (2) 设 6 为 单调 正规 对 应 ,车 
H(A, B)=G(A, B) — CIG(B, 4), 
RI Bb BBN IE SUNE, B 88: 8(4, B) B(B, 4)= Z, WEF 4CU, 若 令 
Ua =RB(A,X 一 U), WS 23 BF. 
OQ) SIT :€U,$ U. =U,Q, 假定 ND Vy ED 
则 n (X — (zJ)x-u= g B v,c (x — (z))x-u, #U, nv =Z, 4 
Jë, 
(3) 二 > (1) 2, JS, RHS 3na-4n5- Z 的 集 全 ， 若 
*a(4,5)= U (U. x€ a,UC X 一 马 ) 出 二 为 单调 屿 承 的 正 风 对应. 
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10.s 3 X> [0,06] 为 单调 正规 空 闻 , 则 x 为 层 型 空间 。 

提示 “ 设 ? 为 X 的 任意 闭 集 ， 若 令 4=Fx[0,6), B=(X 一 F)x{%}， 
则 4,8 为 隔 高 的 。 设 五 为 Xx [byow] 的 单调 继承 的 正规 对 应 ， 由 F x 全 一 
ClH(4,B) 0 (Xx 人) 定义 (P). U=X — F BJEERUMIHI (U =2 — F, Š 
到 , 

10.T 层 型 空间 是 单调 正规 的 。 [0,%,) 是 单调 正规 的 ,但 非 层 型 空间 ， 

提示 参考 引 理 54.9, 

10.0 《Cook-Firzpatrik) 完全 正规 空间 列 (X) 所 成 的 逆 谱 的 逆 极 限 是 
完全 正规 的 。 


9， 388， 


后 记 


为 了 读者 方便 ,与 本 书 的 内 容 有 关 但 未 能 详细 叙述 的 话题 中 
的 重要 结果 ,我 们 分 别 就 各 章 列 述 于 下 ， 

1 关于 箱 拓扑 ,Mary Rudin (General Topology Appl., 2 (1972)) 
证 明了 下 述 结果 :可 数 个 紧 度量 空间 依 箱 拓扑 的 积 空间 是 仿 紧 
的 ， 除 此 结果 以 外 关于 箱 拓扑 几乎 毫 无 所 知 .给 与 Pano 曲线 的 
特征 化 的 Hahn-Mazurkiewicz 定理 请 看 Hocking-Young 的 著作 
(Topology，Addison-Wesley，1961)。 3 E B] 22 的 一 般 性 质 在 
Kuratowski 的 著作 《Topology I, Academic Press, 1966) 中 详 述 
了 . 2 = 日 的 结果 从 拓扑 空间 论 发 展 初期 已 由 波兰 学 派 预想 到 ， 
而 由 Schoti-West 《Bull，Amer，Math，Soc.，78《1972)) 肯定 地 解 
决 了 . Curtis-Scholi 进一步 对 于 非 逮 化 的 Peano 曲线 中， 证 明 
7 了 22~8. 

2 关于 断定 R° == H BJ R. D. Anderson 定理 有 Anderson- 
Bing (Bull. Amer. Mah, Sac, 74 (1968)) 的 初等 证 明 。 1* 的 
拓扑 竹 质 有 Anderson, Chapman, Henderson 等 人 的 研究 。 这 个 分 
支 做 为 元 限 维 流 形 论 形 成 一 个 大 的 领域 . 

3 正规 空间 和 了 的 积 不 是 正规 的 例子 请 看 Mary Rudin BJ38 
作 (Bull. Amer. Mah. Soc., 77 (1971)). 

4 关于 实 紧 空 间 ，Gilman-Jerison (Rings of continuous func- 
tions，Van Nostrand，1960) 有 精细 的 论述 , 而 Engclking (Outline 
of general topology, North-Holland, 1968) 也 有 简洁 的 记载 。 

5 用 关于 极 大 一 致 覆盖 系 的 完备 化 研究 原来 的 一 致 空间 的 
福 质 的 分 支 是 由 Morha (Sa. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku Secr' 
A 10《1970)) 开创 的 .关于 拓扑 群 可 阅读 Pomrjagin 的 著作 (连续 
群 论 上 下 , 崖 波 书 店 ,1958)。 
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6 关于 4NR 的 进一步 详细 的 理论 请 看 Borsuk 的 著作 
(Theory of retracts, Polish Scientific Publishers, 1962), Kuratowski 
的 著作 《Topology H, Academic Pres, 1968). 由 Rorsuk 创建 
的 形 论 和 此 分 支 有 深刻 的 关系 ， 有 Chapman，Kodama，Mardeiic , 
Segal 等 人 的 研究 。 

7 dimR" 一 ” 已 为 Hurewicz-Wallman (Dimention theory, 
Princeton University Press,1948)，Morita 《次 元 论 , 岩 波 节 店 , 1950) 
所 证 明 . 关于 维 数论 参考 Nasami 的 著作 (Dimension theory，Aca- 
demic Pres 1970), Nagata 的 著作 (Modem dimension theory, North- 
Holland, 1965). 

8 以 Mappings and spaces 为 标题 的 Arhangelhski 的 著作 
(Russian Mah. Surveys, 21 《1966)) 打 开 了 这 方面 之 门 , 它 是 历史 
的 论文 。 这 里 指出 的 方向 , 将 来 将 成 为 拓 提 空间 论 的 重要 分 支 。 

9 对 于 高 空间 Michael 的 著作 (General Topology Appl., 2 
《1972)》 可 用 做 字典 。 评论 拓扑 空间 的 点 集 的 基数 问题 可 以 说 
开始 于 Alexandroff, 但 Juhácz 的 著作 《Cardinal functions in topo- 
logy, Math. Centre Tracts，1971》 是 这 方面 唯一 的 著作 。 关于 一 
致 空间 上 的 映射 空间 ，Bourbaki (General topology, Addison-Wesjey, 
1966) 有 详细 的 论述 。 : 

10 ” 芳 虑 由 映射 生成 的 空间 族 是 以 Arangeyskii 的 工作 为 起 
点 ,有 Wicke-Werrell 的 一 系列 的 研究 以 及 Nagami (Fund. Malh.; 
78 (1973)》 等 的 工作 。 
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A 


Alexandroff, P. (Anexcanzpos, P. C.) 
18.6, 18.10, 20.8, 47.1 

Anderson, R. D， 后记 

Arens, R. F. 


32.9 

A. CApxanrenperKH, A.) 

, 18.14, 30A3E, 42.3, 42.16 
43.17, 44.6, 34.11 44.15, 8.G, 
45.10, 45.11, 45.13, 46.9, 47.10, 
47.11, 47.17, 47.20, 47.21, 47.22, 
47.23,47.25,48.1.48.3.48.6,48.10, 
51.10, 后 记 

Arzeld, C, 50.12 

Asooli, G, 50.22 


Bacon, P. 22.7 

Baiez, R. 7.11, 11.7, 14.1 

Banach, S. 32.6 

Bzeanctt, H. R. 

Bing, R. H. 18.1, 18.7, 33.1, 后 记 

Borges, C. R. 42.23, 54.8, 54.11, 
54.13, 55.7, 55.11, 10.R 

Borsuk, K. 34.6， 司 记 

Bourbaki, N. 后记 

Burke, D. K, 43.4, 43.8, 49.12 
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Cantor, G. 4.1, 10.6, 11.7 

Cauchy, A. L. 5.5, 27.1 

Cech, E. 20.1, 28.1 

Ceder, J. G. 54.5, 54.7,54,13,55.4, 
55.6 

Chapman, T. À. FSB 
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42.25, 9. À 
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Cohen, D. E, 45.9 

Cook, H. 10.0 
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Curtis, D. W. 后记 
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Dicudonnt, J. 17.2 
Dowker, C. H. 16.6, 16.7, 16.12, 
33.6 36.5, 


Dugundji, J. 32.10, 6.1 
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EcHs, J. 32.9 
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Eilenberg, S. 37 .10 

Engelking, R. 25.12, 后 记 

Euchd 3.2, 1.U 
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Filippov. V, V, (unkmmog, B. B.) 
42.22, 49.13, 51.8 

Fitzpatrik, B. 10.U 

Franklin, S. P. 46.6 

Fréchet, M. 4.1, 348.2 

Freudenthal, H. 38.3, 40.14 
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Gillman, L. 后记 
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H 


Habn, H. 10.1 
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Hanner, O. 32,14, 34.1 
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Hausdorft, F. 8.1, 1.X, 32.11 
Heath, R. W. 55.16 
Hendeeson, D. W. 后记 
Hithert，D， 5.2, 39.8 
Hocking, J. G. 后 记 
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Hyman, D. M. 55.15 
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Jordan, C. 10.5 

Juhász, L. 16.3，47.19, 后 记 
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Katetov, M. (Kareros, M.) 58.1 

Keliey, J- L. 11.4 

Kodama，Y.《 昂 玉 之 宏 ) 35.2,6.1, 后 
记 

Kanig，D， 37.4 


Kuratowski, C. 4.1; 后 记 
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Lašoev, N. S. (Tanmen, H.C.) 55.12, 
55.13 

Lebetgue, H. 12.7 

Lindelof, E. 9.20, 9.21 

Lobatevskii, N. I, (Jlo6auepcknü8, H, 
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Lutzer, D. J. 55.7, 55.11 
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Mansfield, M. J. 3.L 
Mardesic, S. (Mapneumq, C.) 38.3, 
39.4, 后 记 


Masuda, K. GB) 10.R 
Mazur, S. 25.6 
Mazurkiewicz, S. 10.1 


Michael, E. A, $13,13.6,17.7,17.10, 
17.12, 32.9,8.L, 45.7, 45.9, 49.8, 
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Mitšenko, A. (Martengo, A. C.) 19.7 

Moore, R. L. 12.19, 18.3 

Morita, K. (R&R8E—) 16.6, 24.6, 
25.4,36.5,40.14,42.16, 51.6, 51.8, 
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Nagai, K. (3k B.Bep8) 

53.6,57.158. 10, 58 
Nazgata, J. 《长 田 测 一 》 

55.25 后 记 
Niemytzki, V. 44.11 
Noble, N. 58.12 
Novak, J. (Hopax, MH.) 22.10 
Novikov, S. P. 53.9 
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Okuyama, À. (ELI 39S1) 42.23, 10.G 
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38.6, 39.2, 39.4, 39.10 

Peano, G. 10.1 

Ponomarev, V. I. (Tloxouapes, B, H.) 
14.10, 18.8, 30.4 

Pootriagin, L. (Tlourparm8, JI, C.) 后 
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18.1, 42.19, 


Przymusinski, T. 58.13 
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Rudin，M 16.7， 后 记 
Rudin, W. 21.9 
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Šanin, N. A. 《IIHanaa H.A.) 25.7 

Schori, R. 后 记 

Schwartz, H. A. 5.3 
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Siwice, F. 55.2 
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28.15, 30.8, 5.D, 5.E 


Slaughter, F. G. 55.13 
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18.1, §25, 29.8, $40, 40.4,40.12, 
S.B 

Sergenfrey R. H. 11.9 
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Stoltenberg, R. A. 
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Stone, M. H. 
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11.10, 12.8 
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Urysohn, P. (Ypacon, H. C.) 9.9, 
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Vietoris, L. 1.V 
Vopenka, P. 36,7 
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Wallman, H. 20.11, 后 沁 
Weierstras, K, 50.17, 9.P 
West, J. E. 所 
Whitehead, J. H. C, 24.1, 45.7 
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Young, G. 5. 后记 
z 
Zenor, P. L. 10.R 
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名 词 索 引 


A 


Alexandroff 紧 化 Alexandrotf 2 2262 F k 20.8 
Alcxandroff-Urysohn 距离 化 定理 ”Alcxandrori.Urysohn 人 多 踊 艇 化 定理 18.6 
ANR(ZY ANRCZ) 32.13 

ANR(G9) 空间 4ANR(9) 空间 32.13 

4RCS) ¿R(Ə2) 32.13 

4R(3) 空间 AR(g) 空间 32.13 

$a 3]Bj W Sm 52.1 

HSA < 次 办 潮 集合 7.13 


Baire E€ Baire 从 臣 砍 14.1 

Baire 零 维 空间 Baire 办 0 次 元 空间 11.7 

Baire 定理 “Baice 四 定理 7.11 

Banach 空间 Banach 空间 32.6 

Bing-Nagata-Smirnoy 隆 离 化 定理 ”Bing-Nagata-Stmrnoy 只 耻 钱 化 定理 18.1 
半 层 对 应 ” 半 屠 对 店 10.H 

半 层 型 空间 半 层 型 空间 10.H 

半 度 基 空 位 OCEBE ARI 
半 紧 空间 sot 
半 臣 离 OEERDBR 44.1 
38 ARE 1.7 
包含 映射 ”包含 写 像 “1.4 
饱和 集 WORKS 45.7 
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*# 等 值 2.1 

等 让 肌 射 ”等 下 前 写 像 32.7 

等 终 @ i.7 

每 价 同 入 5.1 

038 ” 司 值 天 候 1.6 

等 价 类 同 秆 类 1.6 

Bs FUOBE SE 50.18 

第 一 可 数 空间 第 1 可 算 空间 7.5 
第 一 可 数 狂 ”第 1 可 算 性 7.5 
第 一 类 个 合 第 1 类 集合 7.10 
1.4 


点 型 空间 点 型 空 阅 30.5 

点 型 紧 化 ”点 型 2 下 化 30.7 
点 可 数 点 可 算 14.3 
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WARS 对 角 写 像 1.5 
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